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1. Asymptotische relative Effizienz zwischen zwei Schatzfunktionen

1. Problemstellung
Essel
X eine stetige ZufallsgrofRe mit Verteilungsfunktion F und Dichtef;

(e.¢]

Erwartungswert von X : = E(X)= fxf(x)dx;
—00
Median von X: ji=med (X): F(ji)=1%.

Wir woallen annehmen, dass der Erwartungswert und der Median Ubereinstimmen:
w=E(X)=med(X); diesist z.B. der Fal, wenn die Dichte symmetrisch ist beziiglich 1.

Zid: 1 schéatzen aufgrund einer unabhangigen Stichprobe vom Umfang n.

Esseien aso
Xq,-+, X, unabhangige Zufallsgrofen je mit der Verteilungsfunktion F;

p=E(X;)=med(X;) und o?=Var(X;), 0<c?<oo;
n
X=23"x (arithmetisches Mittel):
nNia

X =2e(Xq,,Xp)  (Zentrawert).
Dann gilt:
E(X)=pu und  Var(X)=c?/n
E(X)=pu und  Var(X)=?
X und X sind beide erwartungstreue Schétzfunktionen fir .
X ist besser als X , wenn Var(X) < Var(X).
Die Varianz von X undvon X hangt ab von der Verteilungsfunktion F.
Fir welche Verteilungsfunktionen F ist X besser als X ?
Um diese Frage beantworten zu kénnen, brauchen wir die Varianz des Zentralwerts X .

2. Varianz des Zentralwerts
Esseien

Xq,-+, X}, unabhangige Zufallsgrofen je mit der Verteilungsfunktion F und der Dichte f;
X (ns) falls n ungerade

X =Ze(Xq,.... Xp) =
1
Z[X(;) + X(2+1)) falls n gerade.

Wir wollen die Varianz von X berechnen, und dazu benétigen wir die Dichte von X .
Verteilungsfunktion von X :
G(x)= P{)Z < x}: ?
Wir woallen annehmen, dass n ungeradeist, d.h. n=2k +1. Nun se
Ny =#{i|X; <x}.
Dann gilt
Ny ~Bi(n, p) mit p=F(x)=P{X; <x};

{)Z <X}:{X(r1;.1) <X}:{X(k+1) <x}:{NX2k+l}.
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Somit gilt
G(x)=P{X <x}=P{Ny>k+1}= jil(rj‘)pi (1-p)™! mit p=F(9;
g(x):%G(X),

E()Z):[L: T xg(x)dx;

(0 e}
Var(X)272: fng(x)dx _—
—00

Die Integrale fur Erwartungswert und Varianz lassen sich in vielen Féllen numerisch berechnen mit
Hilfe von Maple. In Tabelle 1 finden sich die Ergebnisse fur die folgenden funf Verteilungen:
1 1y2

a Normalverteilung N(0,1): f(Xx)=—=—=e€ 2" , —co<X<00;
b) Cauchyverteilung C(0,1):  f(x :;2, —00< X< 00
w1+ X%)
— X
c) Logistische Verteilung: f(x):e—z, —00< X< 00
e
d) Laplaceverteilung: f(x):%e_‘x‘, —00< X< 00;

) Rechtecksverteilung R(-1,1):  f(x)=1, —1<x<1.

Tabelle 1. Varianz des Zentralwerts; die Tabelle gibt die Werte nr2, wobe 72 =Var (Ze)

n N(0,1) C(0,1) Laplace logistisch R(-1L1

1 1 00 2 1r?=3290 | $=0333

3 1.346 00 1917 3.870 3-06

5 1.434 6.106 1.756 3.949 0.714
11 1.509 3.375 1521 3.989 0.846
21 1.538 2.870 1.374 3.997 0.913
51 1.558 2,618 1.236 3.999 0.962
101 1.564 2,541 1.165 4.000 0.981
oo | 3m=1571 | 1x%=2467 1 4 1

Man beachte, dassfir n=1 der Zentralwert mit X, Ubereinstimmt, und dass dann

72 =Var(Ze) =Var(Xy) = o2 ist. Fiir n>1 ist Var(X) < Var(X), falls 02 <nr?, und Tabelle 1
zeigt, dassdies der Fall ist bei der Normalverteilung, bei der Rechtecksverteilung und bei der logisti-
schen Verteilung, jedoch nicht bei der Cauchy- und Laplaceverteilung.

Fir gerade Werte von n wird die Berechnung der Varianz etwas komplizierter (vgl. Blning, 1994,
Seite 58). Tabelle 1 zeigt, dass n72 fir n— oo gegen einen Grenzwert konvergiert. Diesen Grenz-
wert wollen wir in den folgenden Abschnitten bestimmen.
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Maple-Arbeitsblatt mapl el. mas zur Berechnung der Werte in Tabelle 1

> #

# Varianz des Zentralwerts

#
> restart;
#
# Normal verteilung und Fehl erfunktion
Phi:=z->1/2+(1/2)*erf (z/sqrt(2));
Phic:=z->(1/2)*erfc(z/sqrt(2));
phi:=z->exp(-z*z/2)/sqrt(2*Pi);
#

\%

vV V VYV

Nor mal vertei |l ung
:= X -> Phi(x);

Logi stische Verteilung
F:=x -> exp(x)/ (1. 0+exp(x));

Cauchy-Verteilung
fi=x->1/(Pi*(1+x"2));
F:=x->int(f(t),t=-infinity..x);
F(x);

int(x*f(x),x=0..infinity);

pl ot (F(x), x=-5..5);

Lapl aceverteil ung
f:=x->(1/2)*exp(-abs(x));

pl ot (f(x),x=-3..3);
F:=x->int(f(t),t=-infinity..x);
F(x);

VVVVVVVYVYVYV

Recht ecksverteilung auf [-1,1]
f:=x->pi ecewi se(x<-1,0,x>1,0,1/2);
f(x);

plot(f(x),x=-2..2);
F:=x->int(f(t),t=-1..x%);

F(x);

VVVVYV

X1,...,Xn unabhangig, je mt Vert.funktion F;
Y = Ze(X1,...,Xn) = Zentralwert von X1,...,Xn
G := Vert.funktion von Y
Erwartungswert von Y:
E(Y) = int(y*g(y),y=-infinity..infinity) = mu
Varianz von Y :
Var(Y) = int((y-mu)*2*g(y),y=-infinity..infinity) = tau2

Verteilung des Zentralwerts Y = Ze(X1,...,Xn) = X(k+1) falls n=2k+1;
G := Vert.funktion von Y

=y ->sumbinomal (n,j)*F(y)* *(1-F(y))"~(n-j),j=k+1..n);

=y ->diff(dy),y);

(y);
. =0;
n: =2*k+1;

# existiert der Erw. wert?
int(abs(y)*g(y),y=-infinity..infinity);
eval f (9 ;

mu = int(y*g(y),y=-infinity..infinity);
eval f (9 ;

tau2 = int(y*"2*g(y),y=-infinity..infinity);
eval f (9 ;

n* %

eval f(Pi/2);

OFFHHFHHFHFHHF T FEFE T FEHFETIH

VVVVYVYV
xQQ

VVVYVYVVYV
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3. Asymptotische Verteilung des Zentralwerts, Teil 1

Wir wollen wieder annehmen, dass n= 2k +1 (d.h. nist ungerade), und wir wollen die Verteilung

des Zentralwerts X fiir n— oo bestimmen. Wir haben im Abschnitt 2 gesehen, dass
Gn(X)=P{X <x}=P{Ny>k+1}

wobeli
Ny :#{i|Xi <x} ~ Bi(n,p) mit p=F(x).

Wir standardisieren die Zufallsgrofie N, und erhalten

Ny —np S k+1-—np
Jnp@—p) ~ /np(L— p)

Nun gilt aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes

(1) Gp(x)= P{Nx Zk—i—l}: P

@ > _d, Nop,
Jhp(L— p)
und wir haben zu untersuchen, was mit dem Term
k+1—n
(*):—p
\Jhp(l— p)
passiert beim Grenziibergang n — oo . Esist k+1:”7+1, und daher gilt
1 1 1
i b vid) gi-erd
Jnp@—p)  /npd—p) Jpd—p)
(3) +oo  falls p<i dh.fals F(x)<3

N N

———— 10 falls p:% d.h. fals F(x) =
—oo  falls p>3 dh.fdls F()>1.

Wenn der Median /i = med(F) eindeutig bestimmt ist, so gilt

<1 fals x<i
F(x) =4 falsx=j,
>1  fals x> fi,
und somit folgt aus (1), (2) und (3)
0 fur x<
@ Gy(x) ——— i3 firx=q
1 far x> i,
und damit gilt X % fi=med(F). Wennein Intervall [a,b] existiert mit
<1 fdlsx<a
(5) F(0 {=3 falsa<x<b
>1  fals x>b,

so ist der Median von F nicht eindeutig bestimmt; jeder Wert /i €[a,b] ist dann ein Median von F.
Dann folgt aus (1), (2) und (3)

0 fir x<a
(6) Gn()=P{X<x} ——— G = {3 fir x<[a,b]
1 far x> b.

Wir haben also hier das Resultat X —9 G , wobel die Grenzverteilung G der symmetrischen Zwei-
punktverteilung auf {a,b} entspricht: P{Y =a}=P{Y=b}= % .
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Erganzungen
a) Wenn der Stichprobenumfang n geradeist d.h. n= 2k, dann gilt
X =3(X@ + Xkry )

und wir haben
Xk) <X < Xk -

Daher gilt

(7) {X(k+1) < X}C {X < X}C{X(k) < X} .

Wenn der Median von F nicht eindeutig bestimmt ist wie in (5), so gilt analog zu (6)
P{X(9 <X} —— G(

€S)
P{X(k+1) <x} — G(x),
wobei
0 fir x<a
G(X) = % fur xe[a,b]
1 far x>b.

Somit folgt aus (7) und (8)
G (X)= P{X < x} — G(X) .
Die Beziehung (6) gilt also auch fur gerade Werte von n. Falls der Median 1= med(F) eindeutig

bestimmit ist, so folgt X _P, o fir n—oo.

b) DieErgebnisse, diewir hier fir den Zentralwert gefunden haben, gelten in analoger Weise auch
far allgemeine Stichprobenquantile. Es sei g ein Quantum mit 0< g <1, und das V erteilungsquantil
Xy Sei so definiert, dass F(xg) =q. WenneinIntervall [a,b] existiert mit

<q fals x<a
9 FX 1=q¢ falls a<x<b

>(q fals x> b,
soist das Quantil x; von F nicht eindeutig bestimmt; jeder Wert x, € |[a,b] ist dann ein g-Quantil
von F. Das Stichprobenquantil zum Quantum g wollen wir wie folgt definieren. Es sel

n= Stichprobenumfang;
q= vorgegebenes Quantum (0 < g <1);

k=(n+1)g=k+§, wobe k ganzzahligund 0<6 <1.
Dann ist das Stichprobenquantil zum Quantum q definiert als
Q= Xk +6(X (k12 ~ X )
Fir g= % erhalten wir die klassische Definition des Zentralwerts. Nun gilt analog zu (6)

0 fir x<a
(10) Gy(x) =P{Q<x} ——— G(¥ = {q fur x€[a,b]
1 fur x> b.

Wir haben also hier das Resultat QLG fir n— oo, wobei die Grenzverteilung G einer Zwei-
punktverteilung auf {a,b} entspricht: P{Y =a}=q, P{Y=b}=1-q. Falsdas Quantil x, ein-

deutig definiert ist, soist a=b und wir erhalten das Ergebnis Q P, Xq fir n—oco.



6 1. Asymptotische relative Effizienz zwischen zwei Schatzfunktionen

4. Asymptotische Verteilung des Zentralwerts, Teil 2

Wie im Abschnitt 3 wollen wir annehmen, dass X;,..., X, unabhangige Zufallsgréfien sind je mit der
Verteilungsfunktion F und mit der Dichtefunktion f. Essei ;. der Erwartungswert, o2 dieVarianz
und /i der Median von F. Weiter sei

c 1 . . .
X ==(Xy++X,) = arithmetisches Mittel von Xy,..., X,
n

X =27e(Xq,...,X,) = Zentrawert von Xy,..., Xp.
Aufgrund des schwachen Gesetzes der grof3en Zahlen gilt

N P
und im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass auch

> P -
(12) X o B
fals der Median i eindeutig definiert ist. Wenn nun Erwartungswert und Median Ubereinstimmen
(d.h. wenn 1= 1), so konvergieren beide Schétzfunktionen X und X in Wahrscheinlichkeit gegen
den gleichen Parameter, und aufgrund der asymptotischen Ergebnisse (11) und (12) ist es nicht mog-

lich zu entscheiden, ob das arithmetische Mittel besser ist als der Zentralwert. Die Grenzverteilung
von X und X istjain beiden Félen die Einpunktverteilung bei 1.

Um eine echte asymptotische V ergleichsmdglichkeit zu finden, wollen wir die Schétzfunktionen X
und X so skalieren, dass a's Grenzverteilungen nicht-ausgeartete Verteilungen auftreten. Wir be-
trachten also die Zufallsgrofien Jn (X — ) und Jn (X — 1) . Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes
gilt

In(X—p) == N@.o),
und wir interessieren uns nun fir die Grenzverteilung von \/ﬁ()N( — 1) . Eswird sich zeigen, dass die-
se Grenzverteilung im algemeinen auch eine Normalverteilung ist, und der Vergleich der Varianzen
liefert dann das gesuchte Gutekriterium.
Wir wollen wiederum annehmen, dass n ungerade sei, und weiter sei sei Y,, = ﬁ(x — 1) . Dann gilt
analog zu (1) und (3)

Go(3) =P (¥ <y} = P[VA(X - 1) <y} =P X <ot L

:P{X <x} mit x=ji+—L

(13) Vi

2%} wobei Ny = #{i| X; <x} Bi(n, p) mit p=F(x)

DL
— > * obe (* _IM
[ np(l_ ()] wobei (1) =Jn 228
l
2

Nunist F(i)== und

p=F(x)=F|a

und wir erhalten
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Somit gilt fir n— oo
1 1
£ _i_i
(*):\/ﬁ 2 P 2n
Jpl-p)

und wir erhalten aus (13)

-2y f(a),

Ny —np - .
G, =Pl ——=—>F)f ——— G(y)|=PiZ>-2yf obe Z~N(0,D) .
(y) [ ) ()] —— G(y)=P{ y (@)} w 0.9

Die Grenzverteilung G kann auch geschrieben werden a's
G(y) = P{z<2yf(a) }—P{ ><y]

und dadie ZufallsgroRe Z/[2f (f1)] eine Normalverteilung N(0,7%) besitzt mit 72 :]/[4f 2([@)} , SO

kdnnen wir auch schreiben

14 Y, =Vn(X - ) —3 — N(,72) mit 2= 21 .

Wieim Abschnitt 3 kann man zeigen, dass dieses Ergebnis nicht nur fir ungerade Werte von n gilt
sondern auch fur gerade.

5. Der Spezialfall mit f(i)=0

Die Beziehung (14) ist nur sinnvoll, wenn f (i) >0 ist, daja 72 =oo fir f (1) = 0. Wir méchten
jetzt den Speziafall f (i) =0 genauer untersuchen. Es seien

X1,..-» X unabhéngige Zufallsgrofien je mit der Verteilungsfunktion F und der Dichte f;

i=med(F), d.h. F(ﬁ):%

f(@)=0, f'(z)=0, f"(2)>0.
Die Dichtefunktion f hat also beim Median /i ein Minimum mit dem Wert 0. Essei X der Zentral-
wert von Xq,..., X, und wir nehmen wiederum der Einfachheit halber an, dass n ungerade sei. Wir
schreiben Y, = n (X — i), und wir wollen o so bestimmen, dass die ZufallsgroRe Y, eine nicht-
ausgeartete Grenzverteilung besitzt. Analog zu (13) gilt

Gn(y)=P{Y,<y}= P{no‘()z —ﬁ)< y}: P{X </1+ia}

n
—P X<x mit Xx= M+i
(15 n"
o] e i) -
_ « « 3~ P+
= [ np(l— >()] wobei (+) =+/n2—20 o)
Nunist F(i;)=% un
F<ﬂ+e>—F<u> = <1 ()32 (3) + 31" ()+0[=F) = 331" (1)+of<F)

und somit erhalten wir

3
Jn(p—4)=+n F[Wrnia]—F(ﬂ) :Jﬁ%[nia] f”(ﬂ)+o(n_3“)].
Falls n** =/n ist, dh. falls o =1 ist, so gilt
In(p-3)=4y*t"(A)+o(®), dh. Vn(p-3) ——— §v*1"().
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Weiter gilt dann fur n — oo
1 1

7_p+7n "~
(*):\/ﬁf/p(li—; —%ysf <u),

und wir erhalten aus (15)

_pl Ne—me o, _ 13 P 7~
Gn(y)_P[mz()] — G(y)_P{Z> Ly3 f (u)} wobel Z ~ N(0,1) .
Die Grenzverteilung G kann auch geschrieben werden a's

_ 1. 3sr(~\| _ 3Z 3 _
G(y) = P{z<3y*1"(5)} = P[—f/,<ﬂ)<y ] = P{Y<y},
wobei Y3=37/f"(j)) ~ N(0,7%) mit 72:(3/f”(/1))2. Somit kénnen wir schreiben

2
3

fl/(ﬁ)
Auch diese Beziehung gilt nicht bloss fir ungerade Werte von n sondern allgemein. Die K onvergenz-
geschwindigkeit betragt also hier nur noch n¥® anstelle von Jn . Wir habe bisher angenommen, dass
f(@)=f'(71)=0 und f”(iz)>0.Wennwir annehmen, dass f (@)= f'(a)=f"(2)= " (i) =0
und f®(72) >0, so erhalten wir auf analoge Weise wie oben das Ergebnis

Y, =n"8(X — i) ﬁ Y, wobei Y3 ~N(0,7%) mit 72:[

2
Bl

26 (7)
Die Konvergenzgeschwindigkeit betragt jetzt nur noch n*° anstelle von Jn wieim klassischen Fall.

Y, =n*°(X — 1) # Y, wobe Y®~N(0,72) mit 2=

6. Asymptotische Verteilung von beliebigen Quantilen

Im Abschnitt 4 haben wir die asymptatische Verteilung des Zentralwerts untersucht. Hier wollen wir
die asymptotische Verteilung eines beliebigen Quantils bestimmen. Es seien Xy,..., X,, unabhangige
ZufallsgrélRen je mit der Verteilungsfunktion F und mit der Dichtefunktion f. Weiter sei g ein beliebi-
ges Quantum mit 0< g < 1. Das Quantil Xq ist so definiert, dass F(xq)=0q.Das Stichprobenquantil
zum Quantum g definieren wir wieim Abschnitt 3; essel k= (n+1)q=k + 6 , wobei k ganzzahlig
und 0< 6 <1.Dannist Q= Xy + (X (k41) — X(k)) - Wir nehmen nun wiederum vereinfachend an,
dass (n+1)q ganzzahligist, sodass k=(n+2)q und 6 =0; esist dann Q= X(k)- Nun sel

Y, =/n(Q—xq) . Dann gilt analog zu (13)

en<y>=P{vn<y}:P{Jﬁ(Q_xq)<y}:p{Q<xq+%}

=P{Q<x} mit x= +L
(16) "

=P{Ny > (n+1)g} wobe N, :#{i|Xi <x}~Bi(n, p) mit p=F(X)

_ q
_p[uz(*)] wobei (*):\/ﬁm

Jnp— p) Jp—p)

Nunist F(Xq)=q und

p:F(x):F[xw%] — F(xq):q,



1. Asymptotische relative Effizienz zwischen zwei Schatzfunktionen 9

und wir erhalten

o Pl

_ Y| _
\/ﬁ(p—q)—\/ﬁ F[Xq+\/ﬁ] F(M)]_y y/\/ﬁ N—0o0 yf(xq).
Somit gilt fir n— oo
(*):\mq—w% yf(xg)

Jpa-p) N

und wir erhalten aus (16)

Ny —Np yf(XQ) ;
Gh(y)=P{i——>(*); ———— G(y)=P{Z>——= bel Z~N(0,1).
v [ np(L— p) ()] v OV [ il q(lq)] o o
Die Grenzverteilung G kann auch geschrieben werden als
Y1 (%) Ja@—q)
Gly) = P1Z<——=L = PN =27 ,
Y | <an®} |f(ﬁ) v

und somit gilt

(17) Yo =Vn(Q—X,)

4 N©72) mit 2=90=9)

i (%)
Diese Beziehung gilt auch, falls (n+1)g nicht ganzzahlig ist (vgl. Abschnitt 3). Aus (17) folgt insbe-

sondere, dass Qqu fir n—oo. Falls f(xq) = f'(x;) =0 und f"(xy)>0, so findet man wie
im Abschnitt 5 das Ergebnis

d

n—oo

(18) Y, =n"*(Q—xq)

2
Y, wobei Y°~N(0,7%) mit Tzq(lq)[%!)] .

7. Relative Effizienz von Schéatzfunktionen

X1,..-» Xy selen unabangige Zufallsgrofien je mit der gleichen Verteilungsfunktion Fy mit
Je€0 (C IR) ;¥ ist aso ein eindimensionaler Parameter. Nun betrachten wir zwel verschiedene
Schétzfunktionen fir den Parameter ¢ :

T =T (Xg,- Xp): 1. Schétzfunktion far o;
Te =T2 (Xy,..., X): 2. Schétzfunktion fur o).

Beispiel: ¥ = Medianvon Fy = Erwartungswert von Fy , T,A = X = arithmetische Mittel,
T.B = X = Zentralwert von X,..., X, .
Wir suchen nun ein MaR fur die relative Gute der beiden Schétzverfahren. Dazu betrachten wir zwei
Stichproben mit unterschiedlichen Umféngen ny und ng:
; : A A _ ; : A
1. Stichprobe: Xy,...,X,, —— TnA — FnA = Verteilungsfunktion zu TnA,

2. Stichprobe: Xy,...,Xp, —— TnE; — Fni = Verteilungsfunktion zu Tni :

Falls die Stichprobenumfange n, und ng so gewahlt werden konnen, dass die beiden Verteilungs-

funktionen F* und F2 identisch sind, d.h. dass FA = F® | so heifit
A B A B

M8 _ re(A: B) = relative Effizienz von Verfahren A verglichen mit Verfahren B .
NA
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Wenn beispielsweise fur ny =100 und ng = 200 die beiden V erteilungsfunktionen FA und FEE;
identisch sind, so betragt die relative Effizienz von Verfahren A verglichen mit Verfahren B
re(A: B) :n—B:@ =
na 100
Wir sagen dann, A ist doppelt so effizient wie B, oder A ist um 100% effizienter als B.

Bemerkung:

Leider ist es bei endlichen Stichprobenumfangen meistens nicht méglich, ny und ng so zu wahlen,
dass die Verteilungsfunktionen Fn'i und Fni identisch werden. Man kénnte sich nun damit begnu-
gen, die Varianz a's Vergleichskriterium zu nehmen, und die Stichprobenumfénge na und ng so
wahlen, dass die Varianzen a,% und a% der beiden Schéatzfunktionen TnAA und Tni Ubereinstimmen;
die relative Effizienz wirde dann definiert wie oben als re(A: B) = ng/np . Tabelle 1 zeigt, dass es
im allgemeinen nicht moglich ist, bei gegebenem n, einen Stichprobenumfang ng so zu finden, dass
die Varianzen a% und a% exakt Ubereinstimmen; die relative Effizienz konvergiert jedoch gegen
einen Grenzwert bei wachsenden Stichprobenumfangen.

Beispiel: Falls X; ~ N(u,1), so gilt:

fiir Verfahren TnA =X a,%:Var()_():i
A nA

. B RV 2 - ~ _ T
fiir Verfahren T) = X : o3 =Var (X) ~ g (fallsng grof) .

Falls ng /np ~ /2, S0 gilt 04 ~ 03, und die relative Effizienz des arithmetischen Mittels verglichen
mit dem Zentralwert betrégt somit bei der Normalverteilung fiir grof3e Stichprobenumféange etwa
re(X: X) ~ m/2=1.571. Imfolgenden Abschnitt wollen wir den Begriff der asymptotischen relati-

ven Effizienz genauer definieren.

8. Asymptotische relative Effizienz von Schéatzfunktionen

Wir wollen den Begriff der asymptotischen relativen Effizienz an unserem Beispiel mit dem arihmeti-
schen Mittel und dem Zentralwert erkléren. Esseien Xy,..., X, unabhéngige Zufallsgrof3en je mit der
Verteilungsfunktion F und mit der Dichtefunktion f. Wir nehmen an, dass 1 = E(X;) = med(X;),
dass also der Median und der Erwartungswert des Verteilungsfunktion F zusammenfallen; weiter sei
o? =Var(X;) mit 0< o2 < oo und fir die Dichte beim Median gelte 0< f (i) < oo . Nun betrachten
wir als Schétzfunktionen fir den Parameter 1. die folgenden beiden Verfahren:

Verfahren A: X = arithmetisches Mittel von X,..., Xp,;
Verfahren B: X = Zentralwert von X1,..., X,

Wir wissen bereits, dass die folgenden asymptotischen Beziehungen gelten:
\/ﬁ()z—p) # N(O,a%\), wobel 0%_\:02

(19)

- . 1
Jn(X = p) # N(O,a%), waobei 0%241‘2(#).
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Nun wollen wir aus den beiden asymptotischen Beziehungen (19) die asymptotische relative Effizienz
herleiten. Zunéchst wollen wir das Ergebnis, das wir finden werden, plausibel machen. Fir grof3e
Werte des Stichprobenumfangs n gilt:

)z—,u g N(O, a%\/n)
(20) g
X—p ~ N(O,a%/n).

Wenn nun die Stichprobenumfénge na und ng bei den beiden Verfahren A und B so gewahlt wer-

den, dass
2 2 2
IA_9B 4p MB_9B
NaA NB Na a%

dann sind die beiden Grenzverteilungen nahezu identisch; daher betrégt die asymptotische relative
Effizienz des arithmetischen Mittelsim Vergleich zum Zentralwert
2

(21) are()?: )2): Iimn—B:U—g’:%.

A opn 40t°(W)
Diese Herleitung kann jedoch nicht voll tberzeugen; die Grenzverteilungen in (20) sind ausgeartete
Verteilungen, dajadie Varianzen aﬁ/n und aé/n gegen Null konvergieren, und die Limesbezie-
hung in (21) ist nicht klar definiert. Wir wollen jetzt die Herleitung der asymptotischen relativen Effi-
zienz etwas genauer durchfihren. Wir schreiben

Verfahren A: np = Stichprobenumfang, X, = arithm. Mittel von X1r-or Xy

Verfahren B: ng = Stichprobenumfang,  Xp = Zentralwert von Xy,..., Xy, .
Gemal3 (19) gilt

na (X — 1 _d | N 0,02 , wobei o2 =52
N A< A ) e ( A A
@ — d 2 . 2 1

Anstellevon ny, ng fiihren wir die beiden Variablen n=np und A, = ng/na €in. Nun machen wir
den Grenziibergang

_Ng
Na
und wir wahlen den Grenzwert )\ so, dass die beiden asymptotischen Verteilungen identisch sind. Mit

den neuen Variablen n und )\, lauten die beiden Beziehungen (22)
NG d 2 .2 2
\/H(XA—M> — N(O,O’A), wobel o =0

n—oo und A,

. )\[: lim M8 |

n—oo Np

(23)

I (%o — ) —4— N(0.3), wobe ”%:uzl(u)'

Der Vergleich der asymptotischen Verteilungen ist nur sinnvoll, wenn wir die Schétzfunktionen X,
und Xg mit dem gleichen Faktor skalieren; daher multiplizieren wir die zweite Beziehung in (23) mit
]/\/)\7 ,und da A\, — A konvergiert, finden wir

n—oo

\/ﬁ()z/_\—,@ 4 N(O,az), wobei 0,?_\:02
1
at2(u)

\/E(XB —,u) _d , N(0,0’%/)\), waobei a%:

nN—oo
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Nun wahlen wir den Grenzwert \ so, dass die beiden asymptotischen V erteilungen Gbereinstimmen;
es muss dann gelten:

02 02
a,izTB, dh A=-E.
oA
Somit haben wir das Resultat
S . . . N O'é 1
are(X:X): lim )\n:hm—:)\:—Z:?.
n—o0 Na oh b0t fe(u)

Damit hat sich das Ergebnis bestétigt, das wir oben auf heuristische Weise gefunden haben.

Bemerkungen:
a) Dieasymptotische relative Effizienz zwischen dem arithmetischen Mittel und dem Zentralwert
ist unabhangig von der Skalierung der Variablen Xq,..., X,,:

X; jemit Vert.fkt. F und mit Dichtef;

Y, =cX jemit Vert.fkt. G und mit Dichteg.
Dann gilt

G(y)=F(y/c), g(y):% f(y/c), Var (Yi):T2 :c2Var(Xi):c202, v=med(G)=cy,
und wir finden fir die Y-Variablen

— - 1 1 1
arelY:Y )= = =
< ) 4’7’292(V) 4252 fz(,u)/cz 402f2<u)

=are(X:X).

b) DasVorgehen, daswir hier am Beispiel des arithmetischen Mittels und des Zentralwerts demon-
striert haben, ist typisch fir den Vergleich von vielen anderen Schétzfunktionen. Esseien T, und Tg
zwei Schéatzfunktionen fir einen Parameter « . Dann gilt in vielen Fallen:

» Die Schétzfunktionen sind konsistent: Tp Y und Tg % V.

n—oo — 00

»  Dieasymptatische Verteilung der Schétzfunktionen ist eine Normalverteilung:
d 2
Vn(Ta—) — 5~ N[0
d 2
Die Konvergenzgeschwindigkeit betragt bei beiden Schatzfunktionen Jn.
Die asymptotische relative Effizienz ist nun nach unseren obigen Uberlegungen gegeben durch

2

. n o
are(Ta:Tg) = Ilmn—B = 5.
A N
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9. Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die asymptotische relative Effizienz zwischen arithmetischem Mittel
und Zentralwert fur einige konkrete Verteilungen berechnen. Esseien Xy,..., X,, unabhangige Zu-
fallsgrofen je mit der Verteilungsfunktion F,, wobei F,(x) = F(x—p), und f sei die Dichte von F.
Die Varianz der Zufallsgrofen X; betrage o2 . DieDichtef sei symmetrisch beziiglich des Null-
punktes; dann sind Erwartungswert und Median von F gleich Null, und der Parameter . bezeichnet
den gemeinsamen Wert des Erwartungswerts und Medians von F.. Die asymptotische relative Effizi-
enz zwischen arithmetischem Mittel X und Zentralwert X ist nun gegeben durch
- - 1

are( X: X)) = ———.

Tabelle 2: Asymptotische relative Effizienz zwischen arithmetischem Mittel und Zentralwert

Verteilung Dichte o) | o are(X,X)
1 —X2/2 1 ™
f =———__¢@ - —~157
N X A IRRE
1 ¥ 1 1
f(x)== = =
Laplace (x) 5 5 2 >
e 1 2 |12
Logistisch fX)=——% 2 T |12
(1+ e_X) 3 ™
Cauchy f(x)= - = +00 0
7r(1+ XZ) ™
-- A R
Rechtecksvert. f(x)=1fur 0<x<1 2
X fur 0<x<1 1 3
i f(x)= 1 = d
Dreiecksvert. () {2_ X fr 1< x<2 c .
P(@a+b) a1, 1| 2 1 2
) _—\"T 1- < =+ L
Betamit a=b=05 | F =g () - g | 540
1
Betamit a=b=1 fir 0<x<1 1 PE 3
| o’ = i S T
Betamit a=b=5 (a+b)2(a+b+1) 128 a4 .

Bemerkung:

Esgilt: 0 < are(X:X) < oo . Die asymptotische relative Effizienz are(X : X) kann also jeden Wert
zwischen 0 und oo annehmen. Fur die Cauchyverteilungist f (0) >0 und die Varianzist co, und
daher ist dann are(X : X) = 0; fir eine Verteilung mit f(0)=0 und o < oo ist are(X : X) =00 .
Bei der Normalverteilungist are(X : X) = 7/2 ~ 1.57. Tabelle 1 zeigt, dass bei der Normalvertei-
lung das arithmetische Mittel auch fir kleine Stichproben stets genauer ist als der Zentralwert, und
dass schon fir n= 20 (etwa) die asymptotischen Ergebnisse angewandt werden kénnen; das arithme-
tische Mittel mit n=100 Beobachtungen besitzt also etwa die gleiche Genauigkeit wie der Zentral-
wert mit n=157. Bel anderen Vertellungen, z.B. bei der Laplace- oder Cauchyverteilung, ist der
Zentralwert stets genauer als das arithmetische Mittel (vgl. Tabelle 1).
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1.

2. Asymptotische relative Effizienz zwischen zwei Testverfahren

Problemstellung

Im ersten Kapitel haben wir die asymptotische relative Effizienz von zwel Schétzfunktionen be-
stimmt, welche den gleichen Parameter schétzen. Hier wollen wir die asymptotische relative Effizienz
von zwei Testverfahren berechnen, welche das gleiche Testproblem l6sen. Wir betrachten wiederum
ein einfaches Beispiel:

A)

B)

X1,+++, X}y unabhangige Zufallsgrofien je mit Verteilungsfunktion F, und mit Dichte f, ;
f,(x)=f(x—p),dh. dieZufalsgroBe X; —u hat die Dichte f (Lagemodell);

p=E(X) ,

1 dh. = Erwartungswert von F, = Medianvon F ;
Fu<“):§
Ho: n<pg gegen Hi:p>pg.

n
S (xi—i)z,
n—14
i=1
X — g
T= Jn;
S
verwirf Hg,falls T >t (n—1) (bzw.fals T > z7_,).

Dieser Test ist streng genommen nur korrekt, fallsdie X; normalverteilt sind. Dawir uns hier
fur das asymptotische Verhalten fir n— oo interessieren, so kénnen augrund des zentralen
Grenzwertsatzes auch andere Verteilungen in Betracht gezogen werden; fir n — oo gilt

L ,(n-D—2z7_,.

Vorzeichentest:
Ny = #{i|X; > o s
N_ = #{i|X; <uo}-
DaF stetigist, so gilt P{Xi = 0} =0, und somit kénnen Beobachtungen mit X; =0 unberiick-
sichtigt bleiben.
Bestimme k; = k; (n,«) = rechte kritische a-Schranke zu Bi (n%) :
k. = kleinste ganze Zahl mit P{Bi(n,l) >k, } <a.

Verwirf Hg, falls N, >k .

Nun stellt sich die Frage, welcher der beiden Tests der bessereist.
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2. Asymptotische Gitefunktion des t-Tests
Gutefunktion dest-Tests:

Bn (1) = PM{X;MO\/E > tl—a(n—l)}

X —pu 1= pig
:PM{ S Jn+ S Jno>t (=Dt

Fir n— oo gilt S—F— o, x;“\/ﬁ 4 . N©2D und t_,(n—1) — z_,,und damit folgt

1 far p> g
Bn () Thoe 19 fr 1= po
0 far n < po-

Der t-Test ist dso ein konsistenter Test. Da auch der Zeichentest konsistent ist, und wir somit beim
Zeichentest die gleiche ausgeartete Grenzverteilung erhalten wie beim t-Test, so ist mit dieser Grenz-
funktion keinerlei Vergleichsmdglichkeit gegeben. Wir wollen daher anstelle von 1 einen neuen
Maldstab (neuen Parameter) einfiihren, der mit wachsendem Stichprobenumfang die Auflésung ver-
feinert, sodass wir flir n — oo eine nicht-ausgeartete Grenzverteilung finden:

Neuer Malstab: 6:\/ﬁ(u—u0);
Gutefunktion im § -Mal3stab:

Bn(6) = By X;“\M+% > tl_a(n—l)}.

Fir n—oo (6 und a fest) gilt nun

X — §
Bn(6) = By SM\/H +i > tl—a(n_l)}
(1) SN0 Pelo —2.,

- P{N(O,l) >z, —g} = P{N(O,l) < -7, +§}.

Damit haben wir die gesuchte Grenzfunktion gefunden. Beim V orzeichentest werden wir nun bei der
Gutefunktion die gleiche Mal3stabsadnderung durchfiihren, und wir werden eine andere Grenzvertei-
lung finden. Der Vergleich der beiden Grenzverteilungen liefert dann die gesuchte Mal3zahl fir die
asymptotische relative Effizienz.

3. Asymptotische Gitefunktion des Vorzeichentests
Gutefunktion des V orzeichentests (mit urspringlichem Parameter 1 ):
Bn (1) = P.{N; > k (na)}, wobei N, ~ Bi(n,d), 9 =P{X;>puo};
neuer Malstab wie beim V orzeichentest: 5:\/ﬁ(u—uo);
dann gilt
9 = P{X; > o} = 1-F, (o) = 1~ F (g — 1) = 1~ F(~¢/n)

= 1_F(o)+%f(o)+o(1/n) = %+%f(0)+0(1/n);
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Die Gitefunktion kann geschrieben werden als
N, —nd k. (n,a)—md
ﬂn(é) = P(S{N+ > kr(n’O‘)}:P(s' + I’( a) ]

Jnd(L— ) ~ Jnd(L— )
Nun gilt fir n— oo (6 und o fest):
N, —m) d
oo )
kr<n,oz)—m9 B [kr<n,oz)—n/2_m9—n/2] \/H/Z

N(0,2)

Jno@—v) Jn/2 Jn/2 | mi@a—0)
_ [k (na)-m2 _;] 1 _
—[ n/2 2*5(19 2) 20— ) Ao 2010,
-z, — 26 (0) —1

und somit haben wir das Ergebnis

Bn(8) —— P{N(01) > z_, —26f(0)} = P{N(0,1) < —7_, +26f(0)}.

4. Asymptotische relative Effizienz

Nun wollen wir die beiden asymptotischen Giitefunktionen miteinander vergleichen. Fir die Giite-
funktion dest-Tests (Test A) und des Zeichentests (Test B) gilt:
o B (6) —— BA(8)=P{N(01) < —7_,, +cad} mit cx=1o,

B (6) — BB(8)=P{N(01) < —7_, +cgé} mit cg=2f(0).
Offensichtlich ist der t-Test (asymptotisch) besser als der Zeichentest, falls cp > cg, dadann
ﬁA(é) > ﬁB(é) fur 6 >0, d.h. fur 6> 0 ist dann die Ablehnwahrscheinlichkeit von Hy (Macht,
power) beim t-Test stets grofRer al's beim Zeichentest. Nun wollen wir eine Mal3zahl fir die relative
Giite der beiden Tests bestimmen, die asymptotische relative Effizienz. Es sei

na = Stichprobenumfang beim t-Test (Verfahren A);

ng = Stichprobenumfang beim V orzeichentest (Verfahren B).
Zunéachst wollen wir das Ergebnis, das wir finden werden, plausibel machen. Wir wollen die Stich-
probenumfénge ny und ng so wahlen, dass beide Verfahren praktisch die gleiche Gtefunktion be-
sitzen. Das Verhaltnis der beiden Stichprobenumfange ng /n, ist dann (im Grenzfall) die asymptoti-
sche relative Effizienz von Test A im Vergleich zu Test B. Nun gilt fur grof3e Wertevon na und ng:

ﬁ& <6A) ~ ﬂA(éA): P{N(O,l)<—217a+c/_\6/_\}, wobei (SA:\/E(/‘L—/‘L()),

558 (68) ~ Bg(ég)=P{N(O0D <~z _, +cgdg}, wobe &z =-+/ng (1—po).

Wenn wir die beiden Guitefunktionen vergleichen wollen, so haben wir dafiir zu sorgen, dass der Ver-
gleich bei gleichem Parameter . erfolgt. Die beiden Grenzfunktionen sind gleich, falls

cada = Cgdg, dh.fals cay/na (11— pg) = ca/ng (11— ko),
und daraus folgt ng/np = ci/c% . Somit ist plausibel, dass die asymptotische relative Effizienz dest-
Tests (Test A) im Vergleich zum Vorzeichentest (Test B) gegeben ist durch
are(A:B) = Iimn—B:%:—zl2 .
Na cg 4o°1°(0)
Nun wollen wir die Herleitung der asymptotischen relativen Effizienz etwas genauer durchfihren.
Aufgrund von (2) haben wir
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G (6) —5 = BA(6a)=P{NODY < -2, +Cadal;
©)
B
558 (%) —poe A (88)=P{NOD <7, +calp ).
Die Parameter 6, und &g auf der linken Seite von (3) sind definiert als 65 = /na (11— 11p) bzw.
6g =+/Ng (11— p1g) . Anstellevon np, ng fiihren wir nun die Variablen n=np und A, =ng/np ein,
und wir machen den Grenziibergang
— A [: lim &
n—oo Np

_Ng

Na
Dabei wollen wir den Grenzwert A so wahlen, dass die beiden asymptotischen Guitefunktionen iden-
tisch sind (bei entsprechenden ¢ -Werten). Da 6, und ég sich auf den gleichen Parameter 1 bezie-
hen miissen, so gilt

(5) g =g (11— 110) = /ng /Ma/na (11— o) = Sa\An — SaVA -

Beim Grenziibergang (4) ergibt sich nun aus den Beziehungen (3)
5{; (6a) —— BR<(8a) = P{N(O) <—2_, +Ccada);
8y (8avPn) —— 88(8aVA) = P{NOD <~z +cgoaVr}.

Nun wollen wir den Grenzwert A so wahlen, dal3 die beiden asymptotischen Guitef unktionen Uberein-
stimmen (bei entsprechenden 6 -Werten). Es gilt dann

(4 n—oo und A\,

2
CA:CB\/Xi d.h. )\:C—é
C
Fir die asymptotische relative Effizienz (are = asymptotic rel ative efficiency) zwischen dem t-Test

(Test A) und dem Vorzeichentest (Test B) gilt also

2
n . c 1
7) are(t:V)=are(A:B) = lim & = lim\,= \=A—-__~ |
() areft:v)=are(A:B) no0 N " g3 40%f2(0)

Bemerkungen:
a) Wir erhalten hier auf ganz anderem Wege das gleiche Ergebnis wie bei der Berechnung der
asymptotischen relativen Effizienz are()? : X) beim Vergleich der beiden Schétzfunktionen

X = arithmetisches Mittel von Xy,---, X,

X = Zentrawert von Xy,---, X,.
Die Tabelle 2 von Kapitel 1 mit Werten der asymptotischen relativen Effizienz bei verschiedenen
Verteilungen gilt also auch fir den Vergleich zwischen t-Test und V orzeichentest. Im Fall der Nor-
malverteilung ist f (0)= 1/(o~/27) , und die asymptotische relative Effizienz betragt dann
are(t:V)=m/2=1.57. Allgemein gilt 0<are(t:V) <oo; esgibt Verteilungen mit are(t:V)=0
(z.B. die Cauchyverteilung), und auch Verteilungen mit are(t:V) = oo (z.B. Verteilungen mit
f(0)=0 und 0% <00 ). Esgibt aso Verteilungen, bei denen der simple Zeichentest dem klassischen
t-Test Uberlegen ist (auch bel endlichen Stichproben).
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b) DasVorgehen, daswir hier am Beispiel dest-Tests und des V orzeichentests demonstriert haben,
ist typisch fur den Vergleich von vielen anderen Testverfahren. ESseien T, und Tg zwei Testverfah-
ren zum gleichen Testproblem fir einen Parameter ¢, z.B. Hy: v <4y gegen Hq: v > g, und es sei-
en 6,?(19) und BE () die zugehorigen Gutefunktionen. Dann gilt in vielen Fallen:

» Beide Testverfahren sind konsistent, d.h. fir beide Gitefunktionen gilt
1 far 9 >’L90
B (V) ———— )
n—o0 0 fur ¥ <
»  Dieasymptotische Gltefunktion ist in beiden Fallen eine Normalverteilung:
A A
Bn'(6) ——— B7(6)=P{NOY>-7_, +cab}

B (6) ——— B%(8)=P{NOY>-7_, +cgs},

wobel §=+/n (¥ — 1) ; die Konvergenzgeschwindigkeit betragt also bei beiden Gutefunk-
tionen +/n .

Die asymptotische relative Effizienz zwischen den beiden Testverfahren ist dann nach unseren obigen
Uberlegungen gegeben durch

n c2

are(Ta:Tg) = lim—=2 = &,
A-'B n 2
A Cg

c) Dieasymptotische relative Effizienz nach Pitman ist (in der Notation des vorangehenden Absat-
zes) wiefolgt definiert:

are(Tp:Tg) = lim(ng/na),
waobei

Un — Y9, Na,Ng — 00, o fest, limp,, (V)= lim By, (Jh)=Bmit0<p<1

(vgl. Bining, 1994, S. 275 ff). Unter den V oraussetzungen von Absatz b) ist unsere Definition offen-
sichtlich aquivalent zur Definition nach Pitman.

d) Dieasymptotische relative Effizienz nach Bahadur ist wie folgt definiert:
are(Tp:Tg) = limng/na,
wobei
a=ap—0, na,ng — oo, ¥ fest, limB, (¥) =1imBy, (¥) =4 mit 0< 3 <1
(vgl. BUning, 1994, S. 275 ff). Unter den V oraussetzungen von Absatz b) ist auch die Definition nach
Bahadur &guivalent zu unserer Definition.

Begrindung:
Gemal3 Absatz b) gilt fir grofe Stichprobenumfénge np, ng:

B (6a) ~ B%(8a)=P{NOD>-2_, +Ccaba}, Wobei 55=1/na(d—p);

B (68) ~ 6°(6)=P{NOD>-2z o +cgdp}, Wobei &g =1/ng (v —dp).
Nunsei ¥ festund a =« — 0; dabei sollen die Stichprobenumfénge ny, ng So gewahlt werden,
dass 3°(6p) = 35(6g) bei festem ¥ . Dann muss gelten

_ZlfOzn +CA\/a<I9—190) = — Zlfan + CB\/@(ﬁ —190), d.h. CA\/& = CB\/F,

und beim Grenziibergang n,na,ng — oo ergibt sich lim(ng /np) :ci/cé .
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5. Vergleich des t-Tests mit dem Zeichentest bei endlichem Stichprobenumfang

Wir woallen prufen, wieweit die asymptotischen Ergebnisse zum Vergleich des t-Tests mit dem Zei-
chentest schon fur endliche Stichproben gliltig sind. Xq,..., X, seien unabhangige Zufallsgrofden je
mit der gleichen stetigen Verteilungsfunktion F, und essei ;1= E(X;)=med(X;); X,...,X, Seien
die zugehorigen Realisationen. Wir betrachten das Testproblem Hg: 1« <0 gegen Hy: o> 0. Wir
mochten wissen, ob bel einem Stichprobenumfang von n= 30 der t-Test oder der V orzeichentest die
bessere Wahl ist.

t-Test zum Sgnifikanzniveau o = 0.05
Berechne die Teststatistik
X o 1 s 1 & 2
T=21n, wobei X==>"X: und S°=—— (X —X
S ng ! n—li_l( ! )
Verwirf HO , fals T > tl—a (n—l) :t0.95(29) =1.69913.

Gutefunktion des t-Tests bei der Normalverteilung N(u,az) ;

ﬂ('u): PM {T >t1,a(n—1)}: P,LL {é\/ﬁ>t1a(n—l)}

>_(— g ag
= PM“ M)SéO_jLM/ \/ﬁ>t1a(n—l)} =P{t(h-16)>t_,(n-1},

wobei hier t(n—1,6) eine ZufallsgréRe mit einer nicht-zentralen t-Verteilung mit den Parametern
n—1und § = (12/o)v/n bezeichnet. Falls die Verteilungsfunktion F der ZufallsgroRen

X1,...» Xy, keine Normalverteilung ist, so [&f3t sich die Gutefunktion des t-Tests nicht so einfach
berechnen; wir kdnnen jedoch in diesen Féllen die Werte der Giitefunktion durch Simulation
(Monte-Carlo-Verfahren) schéatzen.

Zeichentest zum Sgnifikanzniveau o = 0.05
Berechne die Teststatistik N, = #{i|Xi > O} ; bestimme die rechte kritische « -Schranke k, zur
Binomialverteilung Bi(n,1): k. = kleinste ganze Zahl mit P{Bi(n,1)>k } <« esgilt
P{Bi (n1)> 19} =0.1002 > o = 0.05 und P{Bi (nd)> 19} —0.0494 < o = 0.05,
und daher ist k, =19. Verwirf Hg, falls N, >k, =19.
Gutefunktion des Zeichentests:
B(u)=P,{N, >k }=P{Bi(n,p,) >k }, wobei p, =P{X; >0}.
Die exakte Gtefunktion des Zeichentests kann also fir beliebige V erteilungen berechnet wer-

den. Wir werden jedoch aus Neugierde auch in diesen Fallen zusétzlich die Gutefunktion durch
Simulation schétzen.

Die Tabellen 1abis 1c zeigen die Ergebnisse unseres Vergleichs bel drei verschiedenen Verteilungen:

. N 1 —Llx—p)?
a) Normaverteilung N(u,1) mit Dichte f(X)=———e 2
) g N(n.1) () N
b) Laplaceverteilung L(x,1) mit Dichte f()=Le
c) Cauchyverteilung C(u,1) mit Dichte f(x)= 1

7T(l+ (X—u)z) .
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Tabellela: Werte der Gitefunktion bei einer Normalverteilung N(u,1) fir n=30 und « = 0.05;
hierist § = uv/n und p, = P{X; >0} = P{N(0,) < u}.
1) 2 ©) 4 (5 (6) (7)
Exakt Simulation
p 6 P; tTest |Zeichen-Test| t-Test Zeichentest
0 0 0 0.05 0.0494 487 492
0.25 | 1.369 | 0.5987 0.3791 0.2865 3700 2875
0.5 2.739 | 0.6915 0.8483 0.6951 8416 6907
0.75 | 4.108 | 0.7734 0.9910 0.9415 9896 9403
1 5477 | 0.8413 0.9999 0.9954 9998 9956
Tabellelb: Werte der Gitefunktion bei einer Laplaceverteilung L(u,1) fur n=30 und o = 0.05;
hierist p, = P{X; >0} =P{L(0,1) < p}.
1) @) €) 4 (5 (6)
Exakt Simulation
1 P t-Test Zeichen-Test t-Test Zeichentest
0 0.5 ? 0.0494 529 499
0.25 | 0.6106 ? 0.3336 2554 3303
05 | 0.6967 ? 0.7169 6066 7123
0.75 | 0.7638 ? 0.9244 8762 9224
1 0.8161 ? 0.9859 9755 9857
Tabellelc: Werte der Gitefunktion bei einer Cauchyverteilung C(u,1) fir n=30 und o = 0.05;
hierist p, = P{X; >0} =P{C(0,1) < }.
1) @) 3 4) ©) (6)
Exakt Simulation
1 P, t-Test Zeichen-Test |  t-Test Zeichentest
0 0.5 ? 0.0494 347 499
0.25 | 0.5780 ? 0.2136 741 2069
05 | 0.6476 ? 0.4967 1355 4911
0.75 | 0.7048 ? 0.7495 2132 7453
1 0.7500 ? 0.8943 2880 8916
1.25 | 0.7852 ? 0.9585 3589 9561
15 | 0.8128 ? 0.9840 4253 9827

Bei der Normalverteilung (vgl. Tabelle 1a) ist der t-Test dem Zeichentest deutlich Uberlegen; so be-

tragt etwafir p = 0.5 die Ablehnwahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese
abgelehnt wird) beim t-Test 0.8483 wahrend sie bei Zeichentest nur 0.6951 betrégt. In einer Simulati-
onmit M =10000 Stichproben fiihrte der t-Test (Zeichentest) in 8416 (6907) Fallen zur Ablehnung;
wenn wir aufgrund dieser Haufigkeiten die tatsachlichen Ablehnwahrscheinlichkeiten schétzen und
ein Vertrauensintervall zum Sicherheitsgrad von 0.95 (=1—2v) bestimmen, so erhalten wir mit den
klassichen Formeln zur Bestimmung von V ertrauensgrenzen bel einer Binomialverteilung:
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nun gilt 31— 3) g% und fur v=0.025 ist z_., = 7y g75 =1.9600~ 2, und somit haben wir

z_, 5a=5) < 1 _ 0.01.

Mo UM
Wenn wir also die Haufigkeiten in Spalte 6 und 7 von Tabelle 1ladurch M =10000 dividieren, so
erhalten wir Schéatzwerte fir die exakte Gutefunktion, welche mit einem Sicherheitsgrad von 95% um
hochstens 0.01 vom wahren Wert abweichen. Der Vergleich mit den exakten Werten bestétigt die
Schétzwerte.

Tabelle 1b enthalt die Ergebnisse des Vergleichs bei der Laplaceverteilung (zweiseitige Exponential -
verteilung). Die exakte Gitefunktion des t-Tests kann hier nicht berechnet werden; die Zufallsgrofzen
X und S? sind janicht mehr unabhéngig wie im Falle der Normalverteilung. Die Simulationsergeb-
nisse zeigen, dass jetzt der Zeichentest dem t-Test eindeutig Uberlegen ist.

Auch bei der Cauchyverteilung (vgl. Tabelle 1c) zeigen die Simulationsergebnisse, dass der Zeichen-
test dem t-Test deutlich Uberlegenist. Esist jedoch bemerkenswert, dass der t-Test fir ;=0 das
Signifikanzniveau o« = 0.05 nicht verletzt sondern deutlich unterschreitet (Schatzwert: 0.0347).

Wie kommen die Simul ationsergebnisse in den Tabellen 1a bis 1c zustande? Wir nehmen an, dass die
Zufallsgrofde X eine Laplaceverteilung (zwei seitige Exponentiaverteilung) L(u,o) besitzt mit der
Dichte

f(X) :%e_‘x_’““/a, x€ IR,
und wir betrachten den speziellen Fall 11 =0.5 und o =1. Wir mdchten wissen, ob fiur n=30 der t-
Test oder der Zeichentest die bessere Wahl ist. Um diese Frage zu beantworten, wollen wir eine Si-
mulationsstudie durchfihren. Wir erzeugen mit Minitab M =10000 Stichproben je mit Umfang
n=30 auseiner Laplaceverteilung L(x,1) mit x=1/2, und fuhren fir jede der M =10000 Stich-
proben sowohl den klassischen t-Test al's auch den Zeichentest durch (Signifikanzniveau o = 0.05):

1. Wahleals Startwert des Zufallszahlengenerators den Wert 123.

2. Erzeugein den Spalten 11 bis 40 des Arbeitsblattesje M =10000 Zufallszahlen aus L(x,1) mit
p=1/2 (vgl. Tabelle 2).

3. t-Test: Berechne fir jede Stichprobe das arithmetische Mittel X, die empirische Standardabwei -

chung s und den Wert der Teststatistik: t = ix/ﬁ (vgl. Spalte 1 bis 3). Priife, ob
s

t>t , (N—1)=tgg5(29) =1.69913. Die Antwort findet sich in Spalte 4.

4. Zeichentest: Berechne fur jede Stichprobe die Anzahl N, der positiven Werte (Spalte 5); dazu
bestimmen wir die 0/1-Werte in den Spalten 41 bis 70 (0 = negativ, 1 = positiv). Priife, ob
N, >k, =19, wobei k, =19 die rechte kritische « -Schranke der Binomialverteilung Bi(n,L)
bezeichnet. Die Testentscheidung ist in Spalte 6 zu finden.
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Tabelle 2: Simulationsstudie mit M =10000 Stichproben aus einer Laplace-Verteilung L(%,l)

Ol @l lelele | a | - | @ [@)] - [7
N t-Test Zeichentest Beobachtungen 0/1-Werte
"% s t Hi? | N | Hi? | % X0 | N1 Y30
1 [037101 | 1.37883 | 1.47378| © 19 0 | 0.64079 -1.3080 | 1 0
2 |0.03373|1.42418 | 0.12972| O 19 0 | 0.31508 02232 | 1 0
3 |0.82887 | 1.30051 | 3.49088 | 1 22 1 |-0.88260 01295 | 0 1
4 | 0.65054 | 1.45029 | 2.45687 | 1 22 1 | 167442 07213 | 1 1
5 |0.41941 | 0.98456 | 2.33322 | 1 19 0 | 112817 07201 | 1 0
6 |0.00896 | 1.23872 | 0.03962 | O 16 0 | 047935 02135 | 1 1
7 |0.39281 | 1.49749 | 1.43675| O 23 1 | 153114 35646 | 1 1
8 |0.47554 | 1.28752 | 202299 | 1 22 1 | 0.74455 0.8970 | 1 1
9 {0.39541 | 1.13347 | 1.91075 | 1 21 1 | 071832 12125 | 1 1
10 | 0.98364 | 1.49444 | 360511 | 1 25 1 | 0.90279 -1.0527 | 1 0
9991 | 0.57491 | 1.29471 | 2.43214 | 1 22 1 | -0.08564 0.8224 | 0 1
9992 | 0.08049 | 1.52525 | 0.28904 | 0O 16 0 |-0.69618 02219 | 0 1
9993 | 0.63200 | 1.34739 | 256911 | 1 23 1 | 077270 01727 | 1 1
9994 | 0.32637 | 1.70998 | 1.04541 | 0O 20 1 |-0.89625 01267 | 0 1
9995 | 0.94774 | 1.85888 | 2.79251 | 1 22 1 | 0.74716 -0.0647 | 1 0
9996 | 0.88811 | 1.39718 | 3.48158 | 1 24 1 | 1.31647 07731 | 1 1
9997 | 0.65453 | 1.57324 | 2.27875| 1 21 1 | 1.64722 0.2508 | 1 1
9998 | 0.41739 | 1.69666 | 1.34743 | 0O 19 0 |-0.08139 07768 | 0 1
9999 | 0.59409 | 0.83603 | 3.89218 | 1 22 1 | 162783 06911 | 1 1
10000 | 0.49580 | 1.64452 | 1.65132| 0O 22 1 | 0.61088 11070 | 1 1
6066 7123

Minitab-Makro M NI TAB1. MAC zur Berechnung der Daten in Tabelle 1

gnmacro
not e

# Ei nstichprobenprobl em

# \Vergleich des t-Tests mt dem Zei chent est
# hi er: n=30, Laplaceverteilung L(0.5,1)

#

name cl 'x-quer' c2 's' ¢c3 't' c4 'HL?" c6 'N_plus’

Base 123.
Random 10000 c11-c40;
Lapl ace 0.5 1.
RMean Cl11-C40 cl.
RSt Dev Cl11-C40 c2.
let ¢3 = sqrt(30)*Cl/c2
Code (-100:0) O (0:100) 1 c11-c40 c41-c70
RSum c41-c70 c6
| nvCDF 0. 95 k1;
T 29.
prin kil
Code (-100:k1) O (k1:100) 1 c3 c4
tally c4
| nvCDF 0. 95 k2;
Bi nom al 30 0.5.
| nvCDF 0. 95;
Bi nomi al 30 0.5.
prin k2
Code (0:k2) O (k2:30) 1 c6 c7
tally c7
|l et ¢c8 = c4+c7
tally c8
endnacr o

c7 ' HL??
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Wir stellen fest, dass der t-Test die Nullhypothese in 6066 Fallen, der Zeichentest jedoch in 7123
Féllen ablehnen kann; diese zwei Haufigkeiten finden sich in Tabelle 1b in der Zeile 1 =0.5. Der
Zeichentest ist somit trennschérfer als der t-Test. Analog werden die Ubrigen Simulationsergebnisse in
den Tabellen 1abis 1c bestimmt.

Aufgrund der beiden Haufigkeiten 6066 und 7123 finden wir die folgenden Schétzwerte fur den ex-
akten Wert der Gitefunktion bei =3 :

t-Test: B(1) = 0.6066 4+ 0.01 (Sicherheitsgrad 0.95)

Zeichen-Test: B(1) = 0.7123+ 0.01 (Sicherheitsgrad 0.95)

Es scheint plausibel, dass die Ablehnwahrscheilichkeit beim Zeichentest eindeutig grofZer ist alsbeim
t-Test. Es stellt sich jedoch die Frage, ob die beiden Schatzwerte fir die Gitefuktion beim t-Test und
beim Zeichentest tatsichlich signifikant verschieden sind. Dawir die beiden Haufigkeiten 6066 und
7123 aufgrund der gleichen M =10000 Stichproben bestimmt haben, so miissen wir die stochasti-
sche Abhangigkeit der beiden Haufigkeiten beriicksichtigen. Dazu zdhlen wir die Stichproben, bei
denen keiner der beiden Tests, nur einer der beiden Tests oder beide Tests die Nullhypothese ableh-
nen. Das Ergebnis findet sich in Tabelle 3. Bel 2218 Stichproben kann keiner der beiden Test die
Nullhypothese ablehnen, in 1716 Falen fihrt nur der t-Test zur Ablehnung, in 659 Fallen nur der
Zeichentest, und in 5407 Fallen lehnen beide Test ab. Der korrekte Test fiir die Frage, ob die beiden
Ablehnwahrscheinlichkeiten verschieden sind ist der Test von McNemar, den wir im Kapitel 5 be-
handeln werden. Fur die Daten in Tabelle 3 sind die beiden Ablehnwahrscheinlichkeiten hochsignifi-
kant verschieden (p-Wert bei zweiseitiger Fragestellung < 10710 ).

Tabelle 3: Ergebnissse zur Simulationsstudiein Tabelle 2; t = t-Test, Z = Zeichentest

e Ho Hy by
Ho 2218 1716 3934

Hq 659 5407 | 6066

by 2877 7123 | 10 000
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3. Median-Verfahren

1. Allgemeine Definition des Medians
Essei X eine (eindimensionale) ZufallsgrofRe mit einer beliebigen Verteilungsfunktion F (stetig, dis-
kret, oder Mischtyp). Ein Wert 1 < IR heif3t Median von F, falls

F(u—0)<3 und F(p+0)>1,
d.h. fals

P{X<u}<3 und P{X>pu}<3.
Falls die Verteilungsfunktion F stetig ist, so gilt:

_1 _ _1

F(u)=%, dh P{X<p}=P{X>u}=13.
Man beachte, dal’ der Median nicht bei jeder Verteilung eindeutig festgelegt ist; falls ein Intervall
[a,b] existiert mit a<b und F(a)= F(b):% , S0 ist nach unserer Definition jeder Wert 1. <[a,b]
ein Median.

2. Vertrauensgrenzen fir den Median
Xq,..., X, unabhangige ZufallsgrofRen je mit der unbekannten Verteilungsfunktion F;
= med(F)=MedianvonF ;
X---, Xy Redlisationenzu Xq,..., Xy,
Gesucht: Vertrauensgrenzen fur .
LOsung:
1. Ordnedie Beobachtungen X,...,X, nachihrer GroBe: Xy <Xy << Xp)-
2. Bestimme zu gegebenen o (O< a < %) die linke und rechte kritische Schranke zu Bi(n,4):
k, = ko (n,a) = gréRte ganze Zahl mit P{Bi(n,%) < kg} <o
k. =k, (n,e) = kleinste ganze Zahl mit P{Bi(n,l) >k } <a.
Aus Symmetriegrinden gilt dann k, +k, =n. Falls P{Bi(n,l) = 0} = (%)n >a,s0ist ky =0
und k, =n.
Beispiel: Fir a =0.01 ist (5)" >« falls n<6, und somit ist dann k, =0 und k, =n.
3. Dann definieren wir die Vertrauensgrenzen als
te =t (X %, 0) = X,y und iy = g (Xq,- 0 X0, @) = Xk 1) -
Dabei den geordneten Beobachtungen Xy der Index i zwischen 1 und n liegen muB3, ist unsere
Definition der Vertrauensgrenzen nur sinnvoll, falls k, >0 und k. <n, d.h. fals (%)n <a.
Wenn n zu kleinist, versagt unsere Methode (z.B. fir n<6 falls o =0.01). Man beachte auch,
daR bei der Binomialverteilung Bi(n,1) fiir symmetrisch gelegene Wertepaare
(0,n),(L,n=1),...,(k,k; ),... dieIndexsume jeweils n betrégt, wéhrend sie bei den Ordnungs-
statistiken xjy fir symmetrisch gelegene Paare (Ln),(2n-1),...,(kp, ks +1),... jeweils n+1
betragt.



3. Median-Verfahren 25

Es gilt nun die klassische K onfidenzinterpretation
1 PF{M(Xl,...,Xn,a) < u} >1-«
2) P,:{,u < ,ur(Xl,...,Xn,a)} >1-«
3) P,:{W(Xl,...,Xn,oz) <p < ,ur(Xl,...,Xn,oz)} > 1- 2«
fur jede beliebige unbekannte Verteilungsfunktion F, d.h. 1, und g, sind Vertrauensgrenzen fur p

zum Sicherheitsgrad 1— o (bzw. 1— 2«). Dabei sind keinerlel V oraussetzungen fir F notwendig,
auch keine Stetigkeit. Daher nennt man dieses Verfahren ein verteilungsfreies Verfahren.

Bewe's:
Essel
p_ —P{X <,u} F ,u 0 (S%)
+_P{X >pp=1-F(u+0) (<3
=P{X;=p}=F(p+0)—F(n—0).
Welterse|

N_ =#{i|X; <} = Anzahl der Beobachtungen X; mit X; <

Ny = #{i|X; > u}

No = #{i|X; = u}.
Esgilt N_ ~Bi(n,p_), N, ~ Bi(n, p; ). No~Bi(n, pp).
10 Nun sei Ly :M(Xl,...,Xn,a): X(kf)' Dann gllt

{n<me} = {n<Xq,} = "hochstens k,—1 Beobachtungen sind < ;"

= {N, + NO < kg}

Nun gilt N_ + N ~ Bi(n, p_+pg) mit p_+ py > . Dadie Wahrscheinlichkeit P{Bi(n, )<k}
als Funktion von 9 abnehmendistin ¢ bel festemk (k=1,...,n), sogilt

P{u<p} = P{u<Xg,)} = P{N_+Ng <k}

= P{Bi(n.p_+pp) <k} < P{Bi(n,%)<kg} < a

Daraus ergibt sich P{s, <} >1—a, und damit ist die Behauptung 1) bewiesen.

2° Nunse g =ty (Xg-- Xp, @) = X ) - Dann gilt

{n>p} = {n> X 41} = "mindestensk; -+1 Beobachtungen sind < x."

~ N>k
Nun gilt N_ ~Bi(n, p_) mit p_ <. DadieWahrscheinlichkeit P{Bi(n,#)>k} als Funktion von
¥ wachsendistin 9 bel fetemk (k=0,...,n—1), sogilt

P{u>p} = P{u>X 1} = PIN_ >k}

— P{Bi(n, p_)>kr} < P{Bi(n,%)>kr} < a.
Daraus ergibt sich P{x < 1 } >1—a, und damit ist die Behauptung 2) bewiesen.
3° Da puy <py fur ag%,sogilt

{me<p<p ) ={u<p pu{p>p},
—E =F =E,
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und die beiden Ereignisse E; und E; sind disjunkt. Daher gilt P(E)=P(E;)+ P(E;)< 2a und
somit P{u; <p<py = P(EC) >1— 2« . Damit ist die Behauptung 3) bewiesen.

Erganzung:
Firr o =2 gilt bei ungeradem n

P{Bi(n3)<3(n-}=P{Bi(n3)>L(n-D}=3,
und daher ist dann k; =k, +1= %(n +1) , und die beiden Vertrauensgrenzen fallen zusammen mit
dem Zentralwert:

pe = pr = X(k,) = Ze= Zentralwert von Xy,..., X, .
Die Konfidenzeigenschaft besagt nun

P{Ze<pu} 2% und  P{Ze>p} 2%.
Damit ist der Zentralwert bei ungeradem n eine mediantreue Schétzung fir 1= med(F) bei beliebi-
ger Verteilungsfunktion F. Fir « :% und n gerade gilt

P{Bi(n,3)<in}=P{Bi(n1)>in}<1,
und daher ist dann k, =k, =n/2; die beiden Vertrauensgrenzen 1, = X(n2) und gy = X241
sind somit die Endpunkte des zentralen Intervalls, und der Zentralwert Ze wird Ublicherweise als
Mittelpunkt dieses Intervalls definiert: Ze= %(X(n/z) + X(n/211)) - Wir werden unten (im Abschnitt
Uber randomisierte Vertrauensgrenzen) sehen, dald bei geradem n der Zentralwert im algemeinen
nicht keine mediantreue Schatzung fur 1= med ( F) liefert.

3. Vertrauensgrenzen fiir beliebige Quantile

Essei X eine (eindimensionale) ZufallsgrofRe mit einer beliebigen Verteilungsfunktion F (stetig, dis-
kret, oder Mischtyp). Ein Wert x; (0<q<1) heif}t g-Quantil von F, falls

F(xq—O)gq und F(xq+0)2q,
d.h. fals
P{X<xq}§q und P{X>xq}§1—q.
Falls die Verteilungsfunktion F stetig ist, so gilt:
F(xq):q, d.h. P{X<xq}:q und P{X>xq}:1—q.

Nun seien X,..., X, unabhangige Zufallsgrofen je mit der unbekannten Verteilungsfunktion F, X
ein g-Quantil von F, X,..., X%, Realisationen zu Xy,..., X,.

Gesucht: Vertrauensgrenzen fir x; zum Sicherheitsgrad 1— o (bzw. 1—2a).
LOsung:

1. Ordnedie Beobachtungen X,...,X, nachihrer Groe: X1y <Xy << Xp)-
2. Bestimme zu gegebenen o (O< a < %) die kritischen Schranken zu Bi(n,q):

k, = kg (n,q,a) = grofte ganze Zahl mit P{Bi(n,q) <k, } <«;
ke =k (n,0,a) = kleinste ganze Zahl mit P{Bi(n,q) >k } <a.
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3. Dann definieren wir die Vertrauensgrenzen als
te = pg (X X, 0) = X,y und iy = gy (Xq,--0 X0, @) = X 1) -
Dabei den geordneten Beobachtungen Xy der Index i zwischen 1 und n liegen muB3, ist unsere
Definition der Vertrauensgrenzen nur sinnvoll, falls k, >0 und k, <n, d.h. falls (1- )" <«
und " <a . Wenn n zu klein ist, versagt unsere Methode; wir setzen dann iy = —oco bzw.

Hy =00

Es gilt nun die klassische K onfidenzinterpretation:
D P {(Xp Xnoa) < %g} > 1-a
2) P {xq < pr (X, Xpa)} > 10
3 Fe {1 (Xp . Xn0) < Xq < g (Xgpo, Xpoa)} > 120
fir jede beliebige unbekannte Verteilungsfunktion F, d.h. i, und p, sind Vertrauensgrenzen fir X

zum Sicherheitsgrad 1— o (bzw. 1— 2a). Dabei sind keinerlei V oraussetzungen tiber die Verteilung
F notwendig, auch keine Stetigkeit. Der Beweis ist analog wie im Fall des Medians.

4. Randomisierte Vertrauensgrenzen
Mit Hilfe von randomisierten Vertrauensgrenzen ist es moglich, bei stetiger Verteilungsfunktion F
einen vorgegebenen Sicherheitsgrad 1— o bzw. 1— 2« stets voll auszuschopfen, da die randomisier-
ten Vertrauensgrenzen im allgemeinen enger sind als die nichtrandomisierten. Bei grof3eren Stichpro-
ben (etwaim Beispiel am Ende dieses Kapitels) ist der Unterschied vernachlassigbar, und die Resul-
tate dieses Abschnitts sind daher wohl eher von theoretischer Bedeutung. Es sei
Y ~Bi(n,1), U ~U (0,2, Y,U unabhangig;
Y=Y+U;
(ky,67), (K¢, 6 ) linkes und rechtes a-Quantil zu Bi(n,%), d.h.
P{Bi(nd) <k }+8P{BinI)=k}=0
P{Bi(n,l) > kr}+5rP{Bi(n,l) = kr}: a.
Die ZufallsgréRe Y =Y +U ist stetig mit einer histogrammférmigen Dichte; die Punktwahrschein-
lichkeit P{Y =k} der Binomialverteilung Bi(n,1) wird ersetzt durch die zugehérige Gleichvertei-
lung auf dem Intervall [k,k +1). Wir bezeichnen daher die Verteilung von Y mit Bi(n,L) (= stetige
Variante der entsprechenden Binomialverteilung). Aus Symmetriegrinden gilt: k, +k. =n und
8y =6, (=0) . Weiter sei
k =k, +6, und k =k +1-6, .
Dann gilt
P{Y~<Rg}: P{\?>I2r}:a,

d.h. k, und k, sind die « -Quantile zu Bi(n,1).
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Nun seien Xq,..., X,,,U unabhangige ZufallsgroRen, die X; je mit der unbekannten Verteilungs-
funktion F, U mit einer Gleichverteilung U (0,1), und x = med(F). Wir definieren die randomisier-
ten Vertrauensgrenzen als

X(kf) falsU > ¢ (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1—6)
(k) ~ X1 fallsU <6 (dh. mit Wahrscheinlichkeit 5)
X(er) fdlsU > ¢ (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1—6)
k)X,  fallsU <6 (dh mit Wahrscheinlichkeit 6).

ﬂé :[Lg(Xl,...,Xn,U,a): X

fir = fip (Xg,o., XU, 0) = X

Man beachte, dass k; +k, = n, jedoch ky +k = n+1; fir U > 6 ist jiy = X,y und jir = X 41y
wieim nichtrandomisierten Fall, fir U <¢ istjedoch /i, = X, 1) und fiy = X ). Die Randomi-
sierung fuhrt a'so mit Wahrscheinlichkeit § zu engeren V ertrauensgrenzen als im nichtrandomisierten
Fall. Auch fur die randomisierten Vertrauensgrenzen gilt die Konfidenzinterpretation, und falls die
Verteilungsfunktion F stetig ist, so wird der Sicherheitsgrad voll ausgeschopft, d.h. es gilt dann:

D B {a Xy, XpU,0) < p} = 1—a;
2) B {p < o (Xg,-. s XpU,)} = 1—a;
3 B {fip(Xp,.... XpU,a) < o < i (Xg,., X U,0)} = 1- 200,

Beweis:
Wenn die Verteilungsfunktion F stetig ist, kénnen wir davon ausgehen, dal3 alle Beobachtungen
X1,..., Xy verschieden sind. Es sei
N_ :#{i|Xi <M}= Anzahl der Beobachtungen X; mit X; < ,i=1...,n.
DaF stetigist, so gilt P{X; <u}=1,und daherist N_ ~Bi(n,J).
Esse N_=N_+U,danngilt N_~ ﬁ(n,%) Nunsei jiy = jig(Xq,..., X,y,«) definiert wie oben.
Dann gilt
{n<iy={n<Xg, =N <k},
und daher gilt
P{u<ifig} = P{M<X®)} = P{N_<k/} = P{ﬁ(n,%)dzg} = a.
Daraus ergibt sich
P{iy<p} =1-a,

und damit ist die Behauptung 1) bewiesen. Der Beweis der Behauptungen 2) und 3) ist anal og.

Mediantreue Punktschatzung
Wir betrachten hier den Speziafall « :% . Dann fallen die beiden randomisierten V ertrauensgrenzen
zusammen, und wir erhalten eine sogenannte mediantreue Punktschéatzung fir 1.

Falls n ungeradeist, soist k; =k, +l:%(n+1) und 6, = 6, =0. Die Randomisierung fallt also weg,
undesist iy =i, = 1= X(k,) = Zentrdwertvon Xy,..., X, . Fir die Punktschétzung o gilt aufgrund
der Konfidenzeigenschaft P{/ < u}=P{i> u} :% , und daher ist /i eine mediantreue Schitzung fiir
uw=med(F) bei beliebiger Verteilungsfunktion F (wie wir bereits oben gesehen haben).
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Fallsn geradeist, soist k, = k. =n/2 und 6, = 6 = 3. Daher ist dann

. |Xy falsU>3Z (dh mit Wahrscheinlichkeit )

Mo =Hr == . . )
X(k,p) fallsU < % (d.h. mit Wahrscheinlichkeit %).

Die randomisierte Punktschatzung /: ist wiederum aufgrund der K onfidenzeigenschaft mediantreu fir

w=med(F). Der Zentralwert von Xy,..., X, wird bei geradem n Uiblicherweise definiert a's

Ze= %(X(k[) + X(k,+1)) - Man beachte, dal3 der randomisierte Schétzer o nicht identisch ist zum

Zentralwert; der Zentralwert hangt nur ab von den Beobachtungen Xj,..., X, wéhrend £ auch noch

vom Wert der Hilfsvariablen U abhangt. Das folgende Beispiel zeigt, dal’ der Zentralwert (bei gera-

dem n) i.a. kein mediantreuer Schétzer fir den Median = med(F) ist.

Beispiel mit n=2:
X1, X, seien unabhangige Zufallsgrofien je mit der Verteilungsfunktion

0 forx<0
F(x)= X2 fur 0<x<1
1 for x> 1.

Dannist ;1= med(F) =12 =0.7071. Der Zentralwert Y =1 (X; + X;) besitzt die Verteilungs-

funktion

y* firo<y<i
G(y)=

wl—  wlo

(—8y4 24y 16y + 3) fur $<y<1,

und der Median der Verteilungsfunktion G ist g = med(G) = 0.6789= med(F) . Der randomisierte
Schétzer i ist also mediantreu fir 1= med(F), der Zentralwert Y jedoch nicht.

5. Ein-Stichproben-Problem fur den Median

X1,..., X}, unabhangige Zufallsgrofien je mit der unbekannten Verteilungsfunktion F ;
= med (F )= Medianvon F ;
1o = theoretischer Vergleichsparameter.
Testprobleme:
D Ho:p<pg ogegen Hqp:p>pug (einseitiges Testproblem)
2) Ho:p>pg 0gegen  Hp:ip<pg (einseitiges Testproblem)
3 Hgo:p=pg gegen Hi:p=ypg (zweisetiges Testproblem)
X.,-., X, Redlisationenzu Xy,..., X,.
Sind die beobachteten Realisationen x,..., %, vereinbar mit Hg, oder mufl3 Hg zugunsten von
H, abgelehnt werden?
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LOsung:
Bestimme die linke und rechte Vertrauensgrenze fir den Median
0 = 10 (oo %00 0) = Xy UNA i = pip (K5, X0, 0) = Xk 42) -

1) Verwirf Hy, fals py > pug. Dann gilt: Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art <.

2) Verwirf Hg, fals p < pq. Dann gilt: Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art <a .

3) Verwirf Hq, falls u ¢ [up, 1] Dann gilt: Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art < 2av.
Beweis von 1):

Falls p < g (d.h. Hg istwahr) und gy = g1y (Xyq,..., Xy, ) , S0 gilt {MO </Lg}C{/L</Lg}, und
wir erhalten wegen der Konfidenzeigenschaft von 1y = iy (Xq,..., X, @)

P {Testverwirft Ho} = B {po <po} < B {pn<py} < a,
und damit ist die Behauptung 1) bewiesen. Der Beweis von 2) und 3) ist analog.

6. Zwei-Stichproben-Problem fir den Median

SR an I . jemit der V.fkt. F
unabhangige Zufalsgrofzen {. .
Yl,...,Yn2 jemit der V.fkt. G

g = med (F )= Median von F
tig = med (G) = Median von G

Testprobleme:
D Ho up <pug gegen Hg: pp > g (einseitiges Testproblem)
2) Ho: pp > g gegen Hp: pp <pg (einseitiges Testproblem)
3) Ho: ugp =g 0egen Hp: pp = ug (zwei seitiges Testproblem)

X Xy Redlisationen zu Xl,...,an
Y12 Yn, Redlisationen zu Yl,...,Yrlz
Sind die beobachteten Redlisationen Xoeor Xy und Y11 Y, vereinbar mit Hg, oder mul3 Hg
zugunsten von H; abgelehnt werden?
Losung:
Bestimme zu den beiden Stichproben x = (X0 %) und y = (vq,..., Yn,) die Vertrauensgren-
zen fir den Median g bzw. ug
i (x,a) = linke Vertrauensgrenze fur pe aufgrund von x:(xl,...,xnl)
Ly (x,a = rechte Vertrauensgrenze fir . aufgrund von x:(xl,...,xnl)

1o (y,c) = linke Vertrauensgrenze firr i aufgrund von Y= (Y1 Yny)

pir (y,a) = rechte Vertrauensgrenze fir s aufgrund von y = (y,..., Y, )
1) Verwirf Hg, falls iy (x,o) > i (y,a) . Dann gilt: Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art < 2cv;
2) Verwirf Hg, falls i (X,o) < py(y,c). Dann gilt: Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art < 2c;

3) Vewirf Hy, fallsdie beiden Intervalle [ (X,o0), gy (X, )] und [p (y, ), i (¥, )] dis-
junkt sind. Dann gilt: Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art <4«
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Beweis von 1):
Essel up <pug,d.h. Hy sei wahr. Wir betrachten die beiden zufélligen Ereignisse

A={(xy)|ne (x.0) < pF s G < pr (v.)
B={(x.Y)[pe (x.0) < pe (.0}

Dann gilt P(A)>(1- a)2 >1—2a,undda Ac B, soist B¢ ¢ A%, und wir erhalten
P(Bc)g P(Ac)gza,

und damit ist die Behauptung 1) bewiesen. Der Beweis von 2) und 3) ist analog.

7. Simulationsexperiment zur Lebensdauer eines Gerétes

Wir stellen uns die Aufgabe, die mittlere L ebensdauer
eines Gerétes (vgl. nebenstehende Abbildung) abzu- 3a
schétzen, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung der

L ebensdauer der finf einzelnen Bauel emente bekannt 3b

ist. Wir bezeichnen die entsprechenden Zufallsgréfzen
mit Ty, Ty, Taa, Tap, T4. Wir nehmen an, dal3 die finf Zufallsgrofien unabhédngig voneinander sind
und je eine Exponentialverteilung besitzen mit der Dichte f (t) = e ', t>0. besitzen. Die Lebens-
dauer des Gerétes ist dann gegeben durch

T =min(Ty,T,,T3,T4), wobei T3 =max(Tz,,Tap)-
In einem Simualtionsexperiment wollen wir M =10000 Geréte bauen, die Lebensdauer dieser Geréte
bestimmen, und aufgrund der M =10000 Realisationen von T Vertrauensgrenzen fir den Erwar-
tungswert, den Median und das untere Quartil der Verteilung von T bestimmen. (Problem aus: |. M.
Sobol, Die Monte-Carlo Methode, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1991).

Lésung mit Minitab:

1. Wir setzen fur den Zufallszahlengenerator den Startwert 77 (damit das Experiment wiederholbar
wird).

2.  Wir erzeugenje M =10000 Realisationen fir die Komponenten Ty, T, Tz, Tap, T4 . Jede Zeile
des Arbeitshlatts entspricht einem einzelnen Gerét, die M =10000 Gerdte sind nun gebaut (vgl.
Tabelle 1).

3. Wir bestimmen die Lebensdauer T der einzelnen Geréte gemald der Formel

T= min(Tl,Tz,Ts,T4>, wobei T3 = MmaXx (TSa’TSb) .
Die Spalte (8) von Tabelle 1 enthét nun die M =10000 Realisationen t;,...,t\, der Zufallsgro-
Be T, wahrend die Spalte (9) die geordneten Beobachtungen ty),...,t\ enthalt.
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Klassische Punktschatzung und Vertrauensgrenzen fir den Erwartungswert . der Zufallsgrof3e T:
1- 20 = 0.99 = Sicherheitsgrad, d.h.« = 0.005, z_,, = 2.576
t =0.3001=arithmetisches Mittel von ty,...,ty
s=0.2830= empirische Standardabweichung von ty,...,ty (s2 ~ o’ =Var (T) da M grof3)
=1t =0.3001= Punktschétzung fir u

0.2830

~ 0.3001—-2.576 00 0.3001—-0.0073 = 0.2928

—fT_z 7
127 1-a N
— g
=t+7 ,— ~ 03001+ 0.0073 = 0.3074
Hr e N
Mit einem Sicherheitsgrad von 99% liegt der Erwartungswert . der Verteilung von T zwischen
g =0.2928 und p, = 0.3074; Lange des Vertrauensintervalls: i, — 1y =0.0146.

Verteilungsfreie Vertrauensgrenzen fur den Median 1 der ZufallsgrofRe T:
1- 2o = 0.99 = Sicherheitsgrad, d.h. o = 0.005

Kk, = linke kritische a-Schranke zu Bi(M 1y =4871
k, = rechte kritische a-Schranke zu Bi (M ,4) = 5129
ji= Zentralwert = 3 (t5o00) + {(5002)) = 0-2159 = Punktschéizung fir Median /.

te =tk,) = t(ag7y) = 0.2085

tr =t +1) =t(5130) = 0.2236

Mit einem Sicherheitsgrad von 99% liegt der Median . der Verteilung von T zwischen

py =0.2085 und y, = 0.2236; Lange des Vertrauensintervalls: i, — p1p = 0.0151.

Obschon wir hier keine Annahme lber die Verteilung von T machen, ist das Vertrauensintervall

flr den Median praktisch gleich lang wie das klassische V ertrauensintervall fir den Erwartungs-
wert; beim klassischen Verfahren setzen wir voraus, dass das arithmetische Mittel t (aufgefasst
als Zufallsgroie) aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes nahezu normalverteilt ist.

Verteilungsfreie Vertrauensgrenzen fur das untere Quartil tg »5 der ZufallsgroRe T:
1- 2o = 0.99 = Sicherheitsgrad, d.h. o = 0.005

Kk, = linke kritische a-Schranke zu Bi(M ,%) = 2389

k. = rechte kritische a-Schranke zu Bi(M , 1) = 2612

ty.25 = Q = unteres empirisches Quartil ~ X(2500) = 0.0952 = Punktschétzung flr t o5

ty =tg,) =t2389) = 0.0906

tr =ty 11) = t(2613) = 0.0994

Mit einem Sicherheitsgrad von 99% liegt das untere Quartil tg ,5 der Verteilung von T zwischen
t, =0.0906 und t, =0.0994 . Dabei sind beziiglich der Verteilung der Zufallsgrofe T keinerlei
Annahmen erforderlich.
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@ 2 3 4 (5) O] (7 (8 9

' T To | Taa | Tap | T3 Ty T | T (geordn)
1 | 04452 | 1.5022 | 2.1116 | 0.6802 | 2.1116 | 1.0412 | 0.4452 | 0.0000
2 | 01230 | 2.8175 | 0.8003 | 0.6457 | 0.8093 | 0.3240 | 0.1230 | 0.0000
3 | 08048 | 07292 | 1.9312 | 03040 | 1.9312 | 0.8647 | 0.7292 | 0.0001
4 | 07570 | 1.8175 | 0.3836 | 0.8890 | 0.8890 | 0.2074 | 0.2074 | 0.0001
5 | 00633 | 0.8056 | 1.9822 | 2.6324 | 2.6324 | 1.3005 | 0.0633 | 0.0001
6 | 00850 | 01954 | 0.2007 | 0.2039 | 0.2007 | 0.0599 | 0.0599 | 0.0001
7 | 1.8681 | 02001 | 2.9640 | 1.6481 | 2.9640 | 0.0614 | 0.0614 | 0.0002
8 | 77553 | 3.0531 | 1.0570 | 0.7549 | 1.0570 | 0.6724 | 0.6724 | 0.0002
9 | 01439 | 0.8307 | 1.5564 | 0.1723 | 1.5564 | 0.3681 | 0.1439 | 0.0002
10 | 1.4811 | 05753 | 0.4147 | 2.2089 | 2.2989 | 05400 | 05400 | 0.0003
4865 | 0.8872 | 0.0891 | 0.0494 | 1.4410 | 1.4410 | 0.0674 | 0.0674 | 0.2081
4866 | 0.6695 | 0.3222 | 0.6869 | 0.1637 | 0.6869 | 1.5083 | 03222 | 0.2083
4867 | 0.6812 | 1.0694 | 0.0236 | 1.0711 | 1.0711 | 0.7919 | 0.6812 | 0.2083
4868 | 3.1483 | 0.9600 | 01047 | 0.0817 | 0.1047 | 2.2268 | 01047 | 0.2084
4869 | 0.2063 | 0.3222 | 1.9140 | 02212 | 1.9140 | 0.3681 | 02063 | 0.2084
4870 | 0.1469 | 04914 | 0.0434 | 05579 | 0.5579 | 0.2765 | 01460 | 0.2085
4871 | 01525 | 1.7824 | 03301 | 2.1982 | 2.1982 | 1.2149 | 01525 | 0.2085
4872 | 0.6384 | 0.0981 | 0.8310 | 05277 | 0.8310 | 2.3854 | 00981 | 0.2086
4873 | 0.9505 | 04512 | 0.8294 | 2.5847 | 2.5847 | 1.5464 | 04512 | 0.2088
4874 | 00971 | 01909 | 0.0753 | 1.0860 | 1.0860 | 1.9543 | 00971 | 0.2088
4875 | 0.2754 | 1.9035 | 0.3951 | 3.4493 | 3.4493 | 0.2481 | 02481 | 0.2088
4995 | 1.3604 | 04533 | 11656 | 0.0515 | 1.1656 | 01224 | 01224 | 02157
4996 | 2.2505 | 0.6697 | 1.6563 | 1.1180 | 1.6563 | 0.6526 | 0.6526 | 02157
4997 | 0.8182 | 3.3312 | 0.3782 | 0.8014 | 0.8014 | 0.3674 | 03674 | 0.2158
4998 | 0.0824 | 0.4048 | 0.9661 | 2.7316 | 2.7316 | 0.0099 | 0.0099 | 0.2158
4999 | 0.7971 | 1.5699 | 2.4555 | 1.1110 | 2.4555 | 0.6958 | 0.6958 | 0.2159
5000 | 2.5417 | 2.8150 | 0.2699 | 15328 | 1.5328 | 0.4061 | 0.4061 | 0.2159
5001 | 0.9504 | 1.6352 | 0.3547 | 0.0778 | 0.3547 | 01576 | 01576 | 0.2159
5002 | 1.0679 | 0.3708 | 0.7666 | 1.5616 | 1.5616 | 0.2069 | 02069 | 0.2161
5003 | 0.7067 | 0.8135 | 1.6292 | 0.3977 | 1.6292 | 1.6295 | 07067 | 0.2161
5004 | 0.0901 | 0.0763 | 0.1361 | 0.4309 | 0.4309 | 0.1870 | 0.0763 | 0.2162
5005 | 1.5863 | 0.7736 | 1.6666 | 1.9117 | 1.9117 | 0.2636 | 02636 | 0.2163
5125 | 0.9014 | 0.1115 | 0.7495 | 0.6856 | 0.7495 | 2.3975 | 01115 | 0.2234
5126 | 0.3352 | 1.5197 | 0.6408 | 0.3671 | 0.6408 | 0.5032 | 0.3352 | 0.2235
5127 | 0.2501 | 1.8623 | 1.4195 | 1.8108 | 1.8108 | 0.2398 | 02398 | 0.2236
5128 | 1.3165 | 1.5202 | 1.7193 | 0.8044 | 1.7193 | 0.9715 | 09715 | 0.2236
5129 | 0.6629 | 0.2745 | 0.6989 | 0.0404 | 0.6989 | 0.2804 | 02745 | 02236
5130 | 0.8120 | 35162 | 0.5221 | 2.8928 | 2.8928 | 1.2786 | 0.8120 | 0.2236
5131 | 0.2006 | 0.6615 | 0.2254 | 1.0011 | 1.0011 | 0.9850 | 0.2096 | 0.2237
5132 | 0.8450 | 0.2017 | 0.3206 | 0.4710 | 0.4710 | 0.0908 | 0.0008 | 0.2239
5133 | 00997 | 0.1251 | 0.0908 | 3.0355 | 3.0355 | 1.0482 | 0.0097 | 0.2239
5134 | 00335 | 1.3991 | 2.6597 | 0.0929 | 2.6597 | 1.3050 | 0.0335 | 0.2240
5135 | 2.0280 | 0.6007 | 1.8601 | 0,0711 | 1.8601 | 0.5426 | 05426 | 0.2240
9990 | 0.4722 | 0.8589 | 1.2043 | 0.1574 | 1.2043 | 0.5618 | 04722 | 1.8496
9991 | 1.4736 | 0.2698 | 0.4790 | 0.4285 | 0.4790 | 0.8474 | 0.2698 | 1.8647
9992 | 0.0947 | 0.5282 | 1.8048 | 1.5016 | 1.8048 | 1.8918 | 0.0047 | 1.8661
9993 | 3.9177 | 34234 | 0.0795 | 1.8935 | 1.8935 | 0.2046 | 02046 | 1.9141
9994 | 0.4363 | 5.0523 | 2.0013 | 0.4488 | 2.0013 | 0.1969 | 01969 | 1.9530
9995 | 0.2772 | 1.7499 | 1.5158 | 02613 | 1.5158 | 1.3607 | 02772 | 2.0215
9996 | 0.9345 | 0.2464 | 04228 | 1.1977 | 11977 | 31602 | 02464 | 2.0769
9997 | 0.5954 | 4.0259 | 1.3269 | 0.4285 | 1.3269 | 01687 | 01687 | 21540
9998 | 0.7609 | 0.5323 | 0.7683 | 1.0333 | 1.0333 | 0.6748 | 05323 | 2.3706
9999 | 15825 | 1.9019 | 0.3786 | 3.1524 | 3.1524 | 0.0643 | 0.0643 | 2.5592
10000 | 0.4500 | 0.2536 | 0.8699 | 1.8436 | 1.8436 | 1.2387 | 0.2536 | 2.5685




4. \/orzeichentest

1. Vorzeichentest
Wir haben den Vorzeichentest (Zeichentest) bereitsim Kapitel 2 kennengelernt. Da wir dort den Zei-
chentest mit dem klassischen t-Test vergleichen wollten, haben wir uns auf den stetigen Fall be-
schrénkt. Hier wollen wir den Zeichentest im allgemeinen Fall untersuchen. Es seien
Xq,-+, X, unabhangige ZufallsgrofRen je mit der gleichen Verteilung:
P{X;> 0} = p, (positive Wirkung);
P{X; < 0} = p_ (negative Wirkung);
P{X;= 0} = pp (keine Wirkung);
(py+p_+pg=1).
Wir betrachten das Testproblem
Ho:pp <p_ gegen Hyip,>p_.
Die Alternative besagt also, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine positive Wirkung groRRer ist als die
Wahrscheinlichkeit fir eine negative Wirkung, dass das Medikament also insgesamt eine positive
Wirkung besitzt.

Bemerkung zum Testproblem
Essei F die Verteilungsfunktion der ZufallsgroRen X; und p=med(F). FallsF stetigist, und der
Median 1 eindeutig bestimmt ist, so gilt offensichtlich

pp=p. < pu=0

p,<p. & wu<O0

p,>p. & pu>0
somit kann dann unser obiges Testproblem auch geschrieben werden als Hy: 1 <0 gegen Hy:p>0;
unser Testproblem ist dann aquivalent zum Einstichprobenproblem fiir den Median. Diesist jedoch
nicht mehr richtigim Fall pg > 0 wie das folgende Beispiel zeigt. Essei py :%, P :% und
p, = 2. Dannist offensichtlich p, > p_, aber esgilt = med(F) =0, denn P(X <G} =p_ <3
und P{X >0} = p, <% . Das Einstichprobenproblem fir den Median ist also nicht &quivalent zum
Testproblem beim V orzeichentest.

Nun sei
N, = #{i|X; =+1};
N_ = #{i|X =-1};
No = #{i|X; =0}.
Dann gilt:
(N;.N_,No) ~ Mu(n,p,,p_, o).
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Vorzeichentest (Variante A):
Die Ny Beobachtungen mit X; =0 werden zuféllig nach + oder — zugeteilt: Ng = Ng. + Ng_;
dann gilt:
Nos ~Bi(n.3 po), No_~Bi(n,2 po);

N, =N, +No; ~ Bi(n,p,) mit p, = p, +po;
N_=N_+Ng_ ~ Bi(n,p_) mit p_=p_+3p,.
Da p, +p_=p, + p_+ pp =1, so kann das Testproblem nun geschrieben werden als.
Ho:ps <po & pr<p. & pp <3
Hiipp>po & pr>p & pp>3
Bestimme k; =k, (n,a) = rechte kritische a-Schranke zu Bi (n%) ;
verwirf Hg, falls N >k, (n,a).
Bei diesem Test handelt es sich also um den einfachen Binomialtest: Y ~ Bi(n, p), Hg: p g%
gegen Hy: p>%,wobei Y= I\Nl+ und p= p, . Der Test hélt das Signifikanzniveau o ein, und
er ist konsistent.

(Bei der einseitigen Fragestellung in die andere Richtung und bei der zweiseitigen Fragestellung
ist alles analog.)

Vor zeichentest (Variante B):

N, N, +N_=m ~ Bi(md), wobe g=—P
p.+ p_

HO: p+§ p. <= ﬁél,

Hi:p,>p <« 19>%.

Berechne m=N_ +N_.

Bestimme k, = k; (m,«a) = rechte kritische a-Schranke zu Bi (m%) .

Verwirf Hg, falls N, >k (m,a).
Der Test hdlt das Signifikanzniveau « ein, und er ist konsistent.

(Bel der einseitigen Fragestellung in die andere Richtung und bei der zwel seitigen Fragestellung
ist auch hier allesanaog.)

Nun stellt sich die Frage, welcher der beiden Tests (Variante A oder B) der bessereist.

2. Asymptotische Gutefunktion des Tests A
Bei zufélliger Aufteilung der Beobachtungen mit X; =0 nach + oder — gilt
Y =N, +Ng, ~ Bi(n,p) mit p=p, +3po,
und das Testproblem lautet:
Ho: p<3 gegen Hy:p>1.
Die Testvorschrift lautet: Verwirf Hg, falls Y >k, , wobei k, =k; (n,«) die rechte kritische « -
Schranke ist zur symmetrischen Binomialverteilung Bi(n,4) . Wir wollen die asymptotische Giite-
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funktion dieses Tests bestimmen. Da der Test konsistent ist, haben wir wiederum (wiein Kapitel 2)
die Aufldsung zu verfeinern mit wachsendem Stichprobenumfang n. Wir fihren also die folgende
Parametertransformation durch:

§=d+/n, wobei d=p, —p_.
Das Testproblem kann jetzt geschrieben werden als

Hg: d <0 gegen Hy: d >0
oder guivalent dazu als

Hgo: 6 <0 gegen Hy:6>0.
Nun wollen wir den Grenzwert der Gutefunktion fur n— oo (6, pg, « fest) bestimmen. Es sei

(1) Bn(6)=P{Test AverwirftHo} = P{Y>k (na)} = P{Y_“ - kr—u},

g

wobel = E(Y)=np und o =Var (Y)=np(1— p) . Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes gilt bei
unserem Grenziibergang

Yo L N,
ag
und esist
ke = _ |k —po p—ro|oo
ag O’O 0'0 ag '

wobei g = Eo(Y)=n/2 und o4 =Vary(Y) = n/4. Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes gilt
K — o
o0

—— 4_q>

und weiter ist
P=Ps+5Po=5(Ps P+ po)+5(p )= 5+ 5d =54

Somit erhalten wir bei unserem Grenziibergang n— oo (6, pg, o fest)

I ./ R S 7 (Ll n(p_%)—zﬁi—é
2" o 2/pa-p) o0 n/4 2yn
Damit gilt
kl’_/‘L N Z]__a_61
g

und wir erhalten aus (1) beim Grenziibergang n — oo (6, pg, « fest)
2 Ba(6) — B(6)=P{NOD>7_,-6}=P{NOY<-2z_, +6},

und damit ist die gesuchte Grenzfunktion gefunden.

3. Asymptotische Gutefunktion des Tests B

Nun wollen wir die asymptotische Gutefunktion des Tests B bestimmen. Die Zufallsgrof3en

N, , N_, Ng seien definiert wir in Abschnitt 1, und wir betrachten das Testproblem Hg: p, < p_
gegen Hy: p, > p_. Test B verwirft die Nullhypothesg, falls N, >k, wobei k. =k, (m,a) = rechte
kritische o -Schranke zu Bi(m,%) mit m= N, + N_; die Beobachtungen mit X; =0 bleiben unbe-
rucksichtigt. Wieim Abschnitt 2 fihren wir neue Parameter ein
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§=d+/n, wobei d=p, —p_,
und unser Testproblem lautet dann genau wie dort Hy: 6 <0 gegen Hq:6 > 0. Wir wollen die asym-

ptotische Guitefunktion von Test B bestimmen fur n— oo (6, pg, o fest) . Wir kénnen schreiben
n

(3) Bn(6)=P{TestBvewirftHg} = > P{Ng=n-m} P{N, >k (ma)|Ng=n-m}.
m=0 = Byjm(®)

Beachte, dass {Ng =n—m} ={N, + N_=m} . Da
Py
P +p
so kann die Gitefunktion des bedingten Tests geschrieben werden als
ﬁn‘m(é): P{N, >k (ma)|Ng =n-m}=P{Bi(n,9) >k (ma)}
_ P{Bl(m,ﬁ)—,u S K, (m,oz)—,u},
g g
—N(0,2) *)

wobei 1= E(Bi(m ) =md und o =Var (Bi(m9)) = md(1—¥) . Es gilt

*) = kr(m,a)—,u _ kr_:uO_/‘L_/‘LO
%0 %0

N, |[No=n—m ~ Bi(mv) mit J=

90

g

wobei 119 = E(Bi(m4)=ny2 und ¢§ =Var(Bi(m,1)) = m/4. Aufgrund des zentralen Grenzwert-

satzes gilt fir m— oo

kr_uoﬁzlfa’
o0
und weiter ist
P P+ p_ P —p- 1 d 1 )
9= — + =Lyl
Pr+p. 2py+p) 2Api+p) 2 20-p) 2 20— po)n

Somit erhalten wir bei unserem Grenzilbergang

1
910 Ly
2" ¢ 2/va-9)

und esgilt

N LT v e

Es stellt sich die Frage, wohin der Quotient m/n konvergiert bei unserem Grenziibergang. Da

Ng/n _P, po aufgrund des schwachen Gesetzes der grof3en Zahlen, so ist es plausibel, dass wir
uns bei der Bedingung Ng = n—m auf Werte von m beschrénken kénnen, fur welche
lim(n—m)/n= pg, d.h. fir welche limm/n=1— py gilt. Dann haben wir

p-po _ 8 \E 6
of} 1- PoVn 1= Po ,
und wir erhalten beim Grenziibergang n — oo (6, pg, « fest), m/n —1— py

§ §
@ Boym(6)— = 8(8)= P[N(o,l) > 4~ H}— P{N(O,l) <Za T ~
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Nun wollen wir zeigen, dass die Grenzfunktion in (4) auch der Grenzwert der globalen (unbedingten)
Gutefunktion (3) ist. Aufgrund des schwachen Gesetzes der grof3en Zahlen gilt Ng/n P, Po, und
somit existiert aufgrund des Satzesim Anhang A1 eine Folge ¢, mit ¢, | 0, fir welche gilt
P{|No/n— po| > q} — O fiir n— oo Es sei

Mn:{m ‘n—m_ po‘§5n}:{mH1— po—m‘gen} und Mﬁ:{m“l— po—m‘>sn}.
n n

n
Dann gilt fir n— oo
P{n—NgeM,} -1 und P{n—NoeMﬁ}HO.

Die globale (unbedingte) Guitefunktion (3) kann geschrieben werden als

Bn ()= P{Test B verwirft Hy} = i P{No = n-—m} 3,,(6)
(5) m=0
= 2 P{No=n-m} Bin(®+ > P{No=n-m} Gyn(®) = S+ .

meM, meM ¢
Fir die zweite Summe gilt
S= > P{No=n-m} 3,(6) < > P{Ng=n-m} — 0.
meM § meM §
Nun betrachten wir die erste Summe S, . Fur me M, gilt
lim m/n=1— py,

n—oo

und gemaf3 (4) haben wir dann
nll_[go Brim(6) = 05(6)

Somit gilt fUr die erste Summe

S= > P{No=n-m}Gyn(®) —— 55 nIer;OP{n—NoeMn} = B(5).

meM,

=1
Damit gilt auch fr die globale Gitefunktion (3)

6) Bn(6)———— B(6)=PI{N(O)<-27_, +

5
- Nerah

4. Vergleich der asymptotischen Gutefunktionen

Jetzt wollen wir die asymptotischen Gitefunktionen zu den beiden Testverfahren miteinander verglei-
chen:
Test A:  Beobachtungen mit X; =0 zuféllig zuordnen nach + oder —;
Test B:  Beobachtungen mit X; =0 unberiicksichtigt lassen.
Wir haben oben unter (2) und (6) die folgenden asymptotischen Gitefunktionen gefunden :
Test A B0 (6)——— B(6)=P{N(0.) < -2z +Cab} mit cy =1;
1
1-pg '

TestB: Gy (8)——— B°(6)=P{NO) <-z_, +é} mit i =
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Fir pp=0 ist P{Ng >0} =0, und die beiden Tests sind dann identisch. Fiir pg >0 ist der Koeffi-
zient gz >1, und die Ablehnwahrscheinlichkeit bei Test B ist daher fir 6 > 0 stets grof3er als bei
Test A; damit ist Test B trennschérfer (effizienter) als Test A (fr genligende grof3e Stichprobenum-
fange n). Die asymptotische rel ative Effizienz betragt

Na cé 1
ng % 1-po
(vgl. Kapitel 2). Fir pg =+ z.B.ist are(B: A)=2, und Test B ist doppelt so effizient wie Test A;
mit ng =100 Beobachtungen erreicht man bei Test B praktisch die gleiche Trennschéarfe wie mit

na = 200 Beobachtungen bei Test A (Bestétigung mit Simulationsstudie).

are(B: A)=Ilim

(=0)

5. Vergleich bei endlichem Stichprobenumfang
Wie wir oben gesehen haben, sind die exakten Gitefunktionen zu den beiden Tests A und B gegeben
durch

B (6) = P{Test A verwirft Ho} = P{Bi(n, p)>k (n,a)} mit p=p, +3py

.
(7 38 (6)=P{Test B verwirft Hy} = ZP{NO_n m} P{Bi(m) >k (ma)} mit 9= . ip

m=0

wobei §=d+/n,d=p, — p_, und esgilt fiir n— oo (5, pg, a fest)
B (6)———— BA(6)=P{N(OD <—7_o +Ca6} mit cx =1

(8) . 1
8B (6)——— BB(6)=P{N©OY<—2z_, +qb} mit g = ,

n—oo

Die Tabellen 1a, 1b und 1c zeigen die Werte der exakten Giitefunktionen sowie der asymptotischen
Gltefunktionen fir n= 25,100, 400. In dlen drei Tabellen sind die Werte von 6 konstant gehalten
(vgl Spalte 2); wenn der Stichprobenumfang n vervierfacht wird, halbieren sich die zugehdrigen
Werte des Parameters d (vgl. Spalte 1). Offensichtlich konvergieren die Werte der exakten Gitefunk-
tion gegen die jeweiligen Werte der Grenzfunktion. Das gleiche Verhalten zeigt sich auch bei den
Tabellen 2a, 2b und 2c, bei welchen die Stichprobenumfénge n= 50, 200, 800 betragen. Ferner kann
man sehen, dass die Giitefunktion des Tests B als Funktion des Parameters d fir n=25 (bzw.

n =100 bzw. n=400) nahezu Ubereinstimmt mit der Giitefunktion des Tests A fir n=50 (bzw.
n=200 bzw. n=2800). Diesist eine Bestétigung der Tatsache, dass die asymptotische relative Effi-
zienz des Test B im Vergleich zum Test A den Wert 2 besitzt fur pg :%
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Tabelle 1a: Gutefunktionen fur n=25, pp =0.5, a =0.05, k, =17, 6 = d/n
€3] () ) (4) ®) (6) @) (8) ) (10)

g 5 o 0. ) 9 . TestAA _ Test BB

Bn'(6) | B7() | By() | B7(5)
0 0 | 025 | 025 | 05 | 05 | 00216 | 0.0500 | 0.0277 | 0.0500
01 | 05 | 02 | 03 | 055 | 06 | 00639 | 01261 | 0.1115 | 0.1742
0.2 1 | 015 | 035 | 06 | 07 | 01536 | 02595 | 0.3098 | 0.4088
03 | 15 | 01 | 04 | 065 | 08 | 03061 | 0.4424 | 0.6161 | 0.6831
0.4 2 | 005 | 045 | 07 | 09 | 05118 | 0.6388 | 0.8960 | 0.8817
05 | 25 0 05 | 075 1 | 07265 | 0.8038 | 0.9995 | 0.9707

Tabelle 1b: Gutefunktionen fir n=100, py = 0.5, a=0.05, k, =58, ¢ = d/n
€3] () ) (4) ®) (6) @) (8) ) (10)

g 5 o 0. ) 9 . TestAA _ Test BB

Bn(6) | B7() | Br() | B7(5)

0 0 | 025 | 025 | 05 | 05 | 00443 | 0.0500 | 0.0377 | 0.0500

005 | 05 | 0225 | 0275 | 0525 | 055 | 0.1145 | 0.1261 | 0.1416 | 0.1742
0.1 1 02 | 03 | 055 | 06 | 02415 | 0.2595 | 0.3589 | 0.4088
015 | 15 | 0175 | 0325 | 0575 | 0.65 | 04218 | 0.4424 | 0.6429 | 0.6831
0.2 2 | 015 | 035 | 06 | 07 | 06225 | 0.6388 | 0.8686 | 0.8817
025 | 25 | 0125 | 0375 | 0625 | 0.75 | 0.7964 | 0.8038 | 0.9722 | 0.9707
0.3 3 01 | 04 | 065 | 08 | 09123 | 09123 | 09972 | 0.9953
035 | 35 | 0075 | 0425 | 0675 | 0.85 | 0.9709 | 0.9682 | 0.9999 | 0.9995
04 4 | 005 | 045 | 07 | 09 | 09928 | 09907 | 1.0000 | 1.0000

Tabelle 1c: Giitefunktionen fiir n=400, py = 0.5, o =0.05, k, =216, 6 =d/n
@ (2) (3) (4) (5 (6) @) (8) ) (10)

Test A Test B

d § P P, p v A A B B
Bn () | B7(6) | Br(6) | B7()

0 0 025 | 025 0.5 05 | 0.0494 | 0.0500 | 0.0431 | 0.0500

0.025 05 |0.2125| 0.2625 | 0.5125 | 0.525 | 0.1250 | 0.1261 | 0.1566 | 0.1742
0.05 1 0225 | 0275 | 0525 | 055 | 0.2578 | 0.2595 | 0.3819 | 0.4088
0.075 15 | 0.2125| 0.2875 | 0.5375 | 0.575 | 0.4407 | 0.4424 | 0.6597 | 0.6831
0.1 2 0.2 0.3 0.55 0.6 0.6380 | 0.6388 | 0.8707 | 0.8817
0.125 25 101875 | 0.3125 | 0.5625 | 0.625 | 0.8043 | 0.8038 | 0.9683 | 0.9707
0.15 3 0175 | 0325 | 0575 | 0.65 | 0.9136 | 09123 | 0.9952 | 0.9953
0.175 35 |0.1625| 0.3375 | 0.5875 | 0.675 | 0.9694 | 0.9682 | 0.9996 | 0.9995
0.2 4 0.15 0.35 0.6 0.7 0.9915 | 0.9907 | 1.0000 | 1.0000
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Tabelle 2a: Gutefunktionen fur n=>50, pg=0.5, a=0.05, k, =31, 6= d/n
€3] () ) (4) ®) (6) @) (8) ) (10)

Test A Test B
d g P- P+ P v A A B B
Bn(6) | B7() | By (6) | B7(5)
0 0 0.25 0.25 0.5 0.5 0.0325 | 0.0500 | 0.0336 | 0.0500

0.1 0.7071 0.2 0.3 0.55 0.6 0.1273 | 0.1742 | 0.2021 | 0.2595
0.2 14142 | 0.15 0.35 0.6 0.7 0.3356 | 0.4088 | 0.5813 | 0.6388
0.3 2.1213 0.1 0.4 0.65 0.8 0.6216 | 0.6831 | 0.9130 | 0.9123
04 28284 | 0.05 0.45 0.7 09 0.8594 | 0.8817 | 0.9975 | 0.9907
0.5 | 3.5355 0 0.5 0.75 1 0.9713 | 0.9707 | 1.0000 | 0.9996

Tabelle 2b: Gutefunktionen fir n= 200, pp =0.5, a=0.05, 6 = d\/ﬁ, ke =112
€3] () ) (4) ®) (6) @) (8) ) (10)

Test A TestB
d 6 P- P: P v A A B B
Bn(8) | B7(0) | By(6) | B7(6)
0 0 0.25 0.25 0.5 0.5 0.0384 | 0.0500 | 0.0403 | 0.0500

005 | 07071 | 0225 | 0275 | 0525 | 055 | 0.1441 | 0.1742 | 0.2273 | 0.2595
0.1 1.4142 0.2 0.3 0.55 0.6 0.3620 | 0.4088 | 0.6032 | 0.6388
015 | 21213 | 0175 | 0325 | 0575 | 0.65 | 0.6408 | 0.6831 | 0.9022 | 0.9123
0.2 28284 | 0.15 0.35 0.6 0.7 0.8603 | 0.8817 | 0.9910 | 0.9907
025 | 3535 | 0125 | 0375 | 0625 | 0.75 | 0.9651 | 0.9707 | 0.9998 | 0.9996
0.3 | 42426 0.1 04 0.65 0.8 0.9948 | 0.9953 | 1.0000 | 1.0000

Tabelle 2c: Giitefunktionen fiir n==800, py = 0.5, a = 0.05, 6 =d+/n, k, =423
@ (2) (3) (4) (5) (6) @) (8) ) (10)

Test A Test B

d § P P, p v A A B B
Bn () | B7(6) | Br(6) | B7()

0 0 025 | 025 0.5 05 | 0.0483 | 0.0500 | 0.0451 | 0.0500

0.025 | 0.7071 | 0.2375 | 0.2675 | 0.5125 | 0.525 | 0.1698 | 0.1742 | 0.2437 | 0.2595
005 | 14142 | 0225 | 0275 | 0525 | 055 | 0.4024 | 0.4088 | 0.6210 | 0.6388
0.075 | 21213 | 0.2125 | 0.2875 | 0.5375 | 0.575 | 0.6778 | 0.6831 | 0.9059 | 0.9123
0.1 28284 | 0.2 0.3 0.55 0.6 0.8794 | 0.8817 | 0.9902 | 0.9907
0.125 | 3.5355 | 0.1875 | 0.3125 | 0.5625 | 0.625 | 0.9703 | 0.9707 | 0.9996 | 0.9996
015 | 42426 | 0175 | 0.325 | 0.575 | 0.65 | 0.9954 | 0.9953 | 1.0000 | 1.0000
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Minitab-Makro ni ni t ab2. mac zur Berechnung der Gitefunktion 5}]3 (6) geman (7)

gnmacro

not e

# Exakte Berechung der Gitefunktion bei m Zei chent est
# (indifferente Falle wegl assen)

# HO: p_plus <= p_mnus gegen HL: p_plus > p_ninus
#

erase cl-c5 k5-k12
name cl 'mWerte' c2 'kr(malpha)' ¢c3 'prob_1' c4 'prob_2' c¢5 'product’
name k1 'n' k2 'alpha k3 'p_mnus' k4 'p_plus' k5 "p_null' k6 'p' k7 'theta’
name k8 'm k9 'kr' k10 'summe' k11 'probl' k12 'prob2' k13 'al phac'
not e
note Ei ngabewerte: Kl
not e K2
not e K3
not e K4
not e
prin kl-k4
note Sind die Ei ngabewerte korrekt? (y/n)?
yesno k10
if k10 = 0

exit
endi f

n (Stichprobenunfang)

al pha = Signifikanzni veau
p_m nus

p_pl us

let "p_null" = 1-"p_plus'-'p_mnus'
let 'p' = 'p_plus' + p_mnus'
let "theta' = "p_plus'/'p'

let '"sume' =0
do 'm=1:"n'
# fiar me0 ist die Ablehnw keit stets =0
PDF 'm ' probl';
Binomal 'n" 'p'.
# kritische Schranke zu Bi (m 1/2)
| et 'al phac’ = 1-'al pha'
I nvCDF ' al phac' ' kr';
Binomal 'm 0.5.
CDF ' kr' 'prob2';
Binomal 'm 'theta'.

let 'prob2' = 1-'prob2
let 'sunme' = 'summe' +' probl' *' prob2’
let ci('m) ='m
let c2('m) = "kr'
let c3('m) = "probl
let c4('m) = 'prob2
let ¢5('m) = "probl *' prob2’
enddo

prin sunme
note sunme = Abl ehnwahrschei nlichkeit (Wert der Gitefunktion)
endnacr o
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5. Test von McNemar

1. Problemstellung, Variante 1

Lit.: Pfanzagl, J. (1972). Allgemeine Methodenlehre der Statistik 11. Sammlung Goschen - de Gruyter,
Berlin. Seite 139 ff.

Wir mochten wissen, welche der beiden Abituraufgaben A und B schwieriger zu |6sen ist. Dazu wird
folgendes Experiment durchgefiihrt. Es werden n=100 Abiturienten (Versuchspersonen) zufallig
ausgewahlt. Jeder Versuchperson werden die beiden Aufgaben A und B zur Ldsung vorgelegt. Das
Ergebnisist gegeben in Tabelle 1; von den n=100 Abiturienten haben X, = 74 die Aufgabe A
gelbst, jedoch Xg =83 die Aufgabe B. Es scheint also, dass Aufgabe A schwieriger ist als Aufgabe
B. Ist das Ergebnis unseres Experiments ein statistischer Bewel's, dass Aufgabe A schwieriger ist als
Aufgabe B, oder bewegt sich die beobachtete Differenz der Haufigkeiten im Rahmen des Zufélligen?
Um diese Frage zu beantworten, benttigen wird ein adaquates statistisches Modell zu unserem Expe-
riment. Zunéchst betrachten wir ein Modell, das nicht korrekt ist, und das zu einem naheliegenden
Trugschluss fuhrt, und dann untersuchen wir das korrekte Modell.

Tabelle 1: Ergebnis zum Abiturexperiment (einfache Aufgliederung)

+ - | %
Xp | 74 26 | 100

Xg | 83 17 | 100

>. | 157 43 | 200

Naheliegendes Model| (nicht korrekt):

Xa , Xg unabhangige Zufallsgrofden je mit einer Binomialverteilung Bi(n, pa) bzw. Bi(n, pg);
(1) Hg: pa = pg, d.h. Aufgabe A und B sind gleich schwierig;

Hi: pa < pg, d.h. Aufgabe A ist schwieriger als Aufgabe B.
Der korrekte Test zu diesem Testproblem ist der Vierfelder-Test von Fisher; der exakte p-Wert dieses
Tests ist gegeben durch

Perit = P{H (200,157,100) < 74} = 0.0840,
wobei die Schreibweise P{H (N, M,n) >k} aquivalentist zu

P{Y >k} mit Y~H(N,M,n);
dabei bezeichnet wir mit H(N, M ,n) die hypergeometrischen Verteilung mit den Parametern
N =200 (= Anzahl der Kugelninder Urne), M =157 (Anzahl der weil3en Kugeln in der Urne) und
mit n=100 (= Anzahl der ausgewahlten Kugeln ohne Zurticklegen), und die ZufallsgrélRe Y ist die
Anzahl der weil3en Kugeln in der Stichprobe. Bei einem vorgegebenen Signifikanzniveau von
a = 0.05 wirde aso das vorliegende Ergebnis nicht zur Ablehnung der Nullhypothese fiihren. Das
vorliegende Modell ist jedoch nicht korrekt, denn die beiden ZufallsgréRen X, und Xg sind offen-
sichtlich nicht stochastisch unabhéngig. Die beiden Aufgaben sind ja nicht zwei unabhangigen Stich-
proben mit je n=100 V ersuchspersonen vorgelegt worden, sondern den gleichen n=100 Ver-
suchsperonen; jemand der Aufgabe A 16st, wird Aufgabe B eher |6sen, alsjemand der Aufgabe A
nicht 16st, da er jaim ersten Fall vermutlich intelligenter ist alsim zweiten Fall.
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Korrektes Modell:
Die Population der Abiturienten besteht aus vier Kategorien:
Kategorie (+,+) = Abiturienten, welche beide Aufgaben A und B 10sen;
Kategorie (+,—) = Abiturienten, welche Aufgabe A |6sen und Aufgabe B nicht 10sen;
Kategorie (—,+) = Abiturienten, welche Aufgabe A nicht |6sen und Aufgabe B 10sen;
Kategorie (—,—) = Abiturienten, welche beide Aufgaben A und B nicht [dsen.
Wir bezeichnen mit
pr1 = Antell der Abiturientenin Kategorie (+,+);
P2 = Anteil der Abiturienten in Kategorie (+,—);
po1 = Antell der Abiturienten in Kategorie (—,+);
P>, = Anteil der Abiturienten in Kategorie (—,—).
py1 ist also die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ein zuféllig ausgewahlter Abiturient zur Kategorie
(+,+) gehdrt (analog fur die Gbrigen p; ). Die Population der Abiturienten kann also beschrieben
werden durch die Wahrscheinlichkeiten in Tabelle 2.

Tabelle 2: Population der Abiturienten Tabelle 3: Stichprobe vom Umfang n
(zweidimensional e Aufgliederung) (zweidimensionale Aufgliederung)
A Bl 4 - A Bl . -
+ | Pu P2 | P + | X X | X
— | P21 P22 | P2 - | X Xp | X
Pi P2| 1 Xa X n

Nun wahlen wir aus unserer Population n=100 Abiturienten zufdllig aus, und bestimmen die folgen-
den Haufigkeiten:
X171 = Anzahl der Abiturienten der Kategorie (+,4), d.h. Abiturienten, welche A und B 10sen;
X12 = Anzahl der Abiturienten der Kategorie (+,—);
X1 = Anzahl der Abiturienten der Kategorie (—,+);
X9 = Anzahl der Abiturienten der Kategorie (—,—).
Wenn wir annehmen, dass die Anzahl der Abiturienten eines bestimmten Jahrganges grof3 ist (stati-
sche Interpretation), bzw. dass das Ausbildungsniveau unverandert bleibt, sodass sich die Auswahl-
wahrscheinlichkeiten p; nicht andern (dynamische Interpretation), so gilt
(2 X=(Xg1,X12,X21,X22) ~ Mu(n, p1y, P12, P21, P22) »
wobel wir mit Mu(n,»,,...,n,) die Multinomialverteilung bezeichnen (Urnenmodell mit Zurtickle-
gen, k Kategorien mit den Auswahlwahrscheinlichkeiten ,...,7, ). Unser Testproblem hat jetzt die
Form
Ho: P12 = P21, d.h. Aufgabe A und B sind gleich schwierig;

3
3 Hi:po < ppp. d.h. Aufgabe A ist schwieriger als Aufgabe B.

Die Nullhypothese besagt, dass die Kontingenztafel (pj;) symmetrisch ist, und daher spricht man
beim vorliegenden Testproblem auch von der Symmetrieprifung in einer Kontingenztafel. Es sel
Pa = P = P11 + P2 = Wkeit, dass eine zufdlig ausgewahlte Vp. Aufgabe A [0st;
Pg = P = P11+ P21 = Wkeit, dass eine zuféllig ausgewahlte Vp. Aufgabe B 0st.
Das Testproblem (3) kann dann auch geschrieben werden als
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Ho: pa= pg, d.h. Aufgabe A und B sind gleich schwierig;
Hi:pa < pg, d.h. Aufgabe A ist schwieriger als Aufgabe B;
diesist die gleiche Form wie bei (1). Nun gilt
P12

X19| X190+ Xo1=m ~ Bi(m,d), wobd ¥=—"*—;
12| 127221 ( ) PL> + Por

) Ho:Po=Pu & 9=1;

Hiipo<pn & 9<3.
Die bedingte Verteilung von X;, bei gegebener Summe X;5,+X51 = m ist aso eine Binomial ver-
teilung Bi(m,#), und das Testproblem (3) ist jetzt &quivalent zu

Ho: v :%, d.h. Aufgabe A und B sind gleich schwierig;

Hy:9 <3, dh. Aufgabe A ist schwieriger als Aufgabe B.

Der Test von McNemar besitzt nun die folgende Entscheidungsregel :
Berechne m= X5 + Xoq;
bestimme k, = linke kritische a-Schranke zu Bi(m, l) :

verwirf Hg, falls Xy, <Kk, .

Diese Entscheidungsregel kann in &quivalenter Form auch mit Hilfe des sogenannten p-Werts formu-
liert werden:
Esseien ki, und ky; die Realisationen zu X;, und X5 und m=kq5 +Koq;

berechne pyit = P{Bi(m,%) < klz} ;
verwirf Hg, falls pgir <a.

Beim Test von McNemar sind nur die Werte ky, und k,; der Nebendiagonalen relevant fir die Te-
stentscheidung. Wir werden zeigen, dass der Test von McNemar auch als globaler (unbedingter) Test
das Signifikanzniveau o stets einhdlt, und dass der Test konsistent ist. Bei der einseitigen Fragestel-
lung in die andere Richtung sowie bel der zweiseitigen Fragestellung gilt alles in analoger Weise.
Beispiel

Wir kehren zuriick zum Beispiel der Tabelle 1 und interessieren uns fir die zweidimensionale Auf-
gliederung der Daten; die Ergebnisse der Tabelle 1 fiuhren zu folgender Randverteilung bei der zwei-
dimensionalen Aufgliederung:

Tabelle 4: Randverteilung beim Abiturexperiment
(zweidimensionale Aufgliederung)

A ol -

+ X X | 74

- X X | 26
83 17| 100

Wir bendtigen nun zusétzlich die Information Uber die Besetzung der vier Felder der Tabelle 4. Dafir
gibt eszwei Grenzfélle:

Tabelle4a: Grenzfal 1 Tabelle 4b: Grenzfall 2
B
AN * T NS
+ |57 17| 74 + |74 0o 74
- |26 0| 26 - 19 17| 26
83 17| 100 83 17| 100
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Fur die beiden Grenzfélle finden wir die folgenden p-Werte:
Grenzfall 1: m=ky +kp =17+ 26=43, pg = P{Bi(43,3) <17} = 0.1110;
Grenzfall 2: m=kyp +kp; =0+9=9, peip = P{Bi(9,3) <0} =0.00295.

Esist bemerkenswert, dass bel gegebener Randverteilung der p-Wert umso kleiner wird je kleiner die
Besetzungszahlen der Nebendiagnonalen sind. Bei einem vorgegebenen Signifikanzniveau von
a = 0.05 kann die Nullhypothese im ersten Grenzfall nicht abgelehnt werden, wohl aber im zweiten.

2. Problemstellung, Variante 2

Wir mochten wissen, welche Veranderung eine Wahlkampagne bei den Wahlberechtigten bewirkt,
oder welche Veranderung eine medizinische Behandlung bei bestimmten V ersuchspersonen bewirkt.
Wir wahlen hier die Einkleidung des Problems in die Untersuchung der Auswirkung einer Wahlkam-
pagne. Es wird folgendes Experiment durchgefiihrt. Es werden n=100 Wahlberechtigte (Ver-
suchspersonen) zufallig ausgewahlt und sowohl vor der Wahlkampagne (A = vorher) als auch nach
der Wahlkampagne (B = nacher) nach ihrer Einstellung zur Partei y befragt (+ = dafur, positiv; — =
dagegen, negativ). Es sei

Py = Wahrscheinlichkeit, dal3 eine zuféllig ausgewahlte Vp.
zur Kategorie (+,+) gehort, d.h. vorher und nachher "positiv" ist;

P2 = Wahrscheinlichkeit, dald eine zuféllig ausgewahlite Vp.
zur Kategorie (+,—) gehdrt, d.h. vorher "positiv" und nachher "negativ" ist;

etc.
und weiter

X117 = Anzahl der zuféllig ausgewahlten Vp., welche zur Kategorie (+,+) gehoren;

X12 = Anzahl der zufélig ausgewahlten Vp., welche zur Kategorie (+,—) gehdren;

etc.
Die Wahrscheinlichkeiten p; und die Haufigkeiten X;; konnen also wiein Tabelle 2 und 3 darge-
stellt werden. Falls die Gesamtzahl der Wahlberechtigten grof3ist im Vergleich zum Stichprobenum-
fang n, so gilt

X = (X1, X12: X1, X22) ~ Mu(n, pra, Pr2, P21, P22) -
Die Wahlkampagne ist erfolgreich, wenn nach der Kampagne mehr Wahler fir die Partei y sind als
vorher; nun ist

Pa = P11+ P12 = P = Wkeit, dass eine zufallig ausgewahlte Vp. vorher flr die Partei y ist

= Anteil der Wahlberechtigten, welche vorher fir die Partei y sind;
Pg = P11+ P21 = P = Wkeit, dass eine zufélig ausgewahlte Vp. nachher fir die Partei y ist
= Anteil der Wahlberechtigten, welche nachher fir die Partel y sind.

Wir interessieren uns also hier fir das Testproblem

Ho: pa = pg, d.h. die Wahlkampagne zeigt keine Wirkung,

Hq: pa < pg, d.h. die Wahlkampagne zeigt eine positive Wirkung,
und dieses Problem ist offensichtlich dquivalent zu

Hoipio= P21 gegen  Hg: pro < Pog.
Wir haben also hier genau das gleiche formale Problem wie bei der ersten Variante unseres Problems,
und somit kommt auch hier der Test von McNemar als Losung in Frage.
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3. Eigenschaften des Tests von McNemar

Beim Test von McNemar wird der kritische Wert k, bzw. die kritische Wahrscheinlichkeit pqi; (val.
Abschnitt 1) mit Hilfe der bedingten Verteilung von X;, gegeben Xi, + X1 =m bestimmt (unter
der Nullhypothese). Es stellt sich die Frage, ob ein vorgegebenes Signifikanzniveau « auch beim
globalen (unbedingten) Test eingehalten wird. Aufgrund von (4) gilt

P2
P12+ P21
und somit kann die Wahrscheinlichkeit, dass der Test von McNemar die Nullhypothese ablehnt, ge-
schrieben werden als

X12|X12+X21:m -~ Bl(m,l?), wobe ¥ =

P{Test von McNemar verwirft Hg } =

n
= > P{Xyp + Xz1 = m} P{Test von McNemar verwirft Ho|X;p + X1 = m}

m=0

= Z P{X1, + Xp1 =m}P{Bi(m ) <k, }.

m=0
Nungilt X, = Xq5 + X1 ~Bi(n, p,) mit p, = py» + Py, und somit ist die Gutefunktion des Test
von McNemar abhéngig von den beiden Parametern 9 und p, , und sie kann geschrieben werden als
Bn(9, p, ) = P{Test von McNemar verwirft Hy }
5 L : .
= > P{Bi(n, p,) =m} P{Bi(m) <k}.

m=0

Unter der Nullhypothese gilt p, = py; d.h. ¢ :%, und es gilt dann

Ba(L.p.) = > P{Bi(np.)=m}P{BiM3) <k} < a > P{Bi(n,p,)=m} = a.
m=0 <a fir jedesm m=0

Die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art ist also auch beim globalen (unbedingten) Test stets < o

Wir wollen weiter zeigen, dass der Test von McNemar ein konsistenter Test ist, dass also die Gite-
funktion in jedem Punkt der Alternative fir wachsenden Stichprobenumfang n gegen eins konvergiert.

Da X, = X1p + Xy, ~ Bi(n,p,) mit p, = pyo + Ppy, S0 habenwir X, /n LN p, - Aufgrund
des Satzesin Anhang A1 existiert eine Folge <, mit &, | 0 und mit P{| X, /n— p+|>sn} — 0 fur

>}

n— oo.Nunse
Mn_{m

Dann gilt fir n— oo
6) P{X.eMp} —1 und P{X eMS} - 0.

m
n P

ggn} und Mrc,_{mH‘m— p,
n

Die Gutefunktion (5) kann geschrieben werden als

Bn(@,p,) = P{Bi(n, p,) = m} P{Bi(mv) <k, }

m=0

= 3 P{E ) =T PEmA <k} Y = S+

meM , meMg
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Fur die zweite Summe gilt

S,= Y. P{Bi(n,p,) =m} P{Bi(mv) <k}

meM &
< 3 P{Bi(np,) =m} = P{X+EM,?} . 0 fir n—oo.
meM g

Fir die erste Summeist me M, und offensichtlich gilt dann m— oo fir n— oo . Nun ist der ge-
wohnliche Binomialtest konsistent, und somit gilt

fir jedes o <% folgt daraus zusammen mit (6), dass S, — 1 fir n— co und weiter 3, (4, p,) —1,
d.h. der Test von McNemar ist konsistent.
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6. Unabhéangige oder verbundene Stichproben?
Vier-Felder-Test oder Test von McNemar?

1. Problemstellung

Eine Population wird einer Behandlung unterzogen (A=vorher, B=nachher):

AB+

+ Pi1 P2 | P
— | P21 P22 | P2
Pa B2 1

P11 = Wahrscheinlichkeit, dal eine (zuféllig ausgewahlte) Vp. vorher und nachher positiv ist;

P2 = Wahrscheinlichkeit, dal3 eine (zufallig ausgewahlte) Vp. vorher positiv und nachher negativ ist;
Poy=--;

Pop =+
Wir interessieren uns fiir das Testproblem

) Ho: P2 = P21, d.h. Behandlung hat keine Wirkung;
Hi: pio > poy, d.h. nach der Behandlung weniger Versuchspersonen positiv als vorher.
Dieses Testproblem kénnen wir auf zwei unterschiedliche Arten angehen:

A) Unabhéngige Stichproben, Vier-Felder-Test (vgl. Abschnitt 2)

B) Verbundene Stichproben, Test von McNemar (vgl. Abschnitt 3)
Um die beiden Verfahren zu vergleichen, berechnen wir jewells die asymptotische Gutefunktion des

betreffenden Tests, und im Abschnitt 4 vergleichen wir die asymptotischen Glitefunktionen

Wir betrachten im Folgenden nur das einseitige Testproblem (1); bei der einseitigen Fragestellung in
die andere Richtung und bel der zweiseitigen Fragestellung ist alles anal og.

2. Versuchsplan mit unabhangigen Stichproben; Vier-Felder-Test

Vorher und nachher je n Versuchspersonen zufallig auswahlen und befragen (zwei unabhangige
Stichproben je mit Umfang n);

X1 = Anzahl der Versuchspersonen, welche vorher positiv sind;

X5 = Anzahl der Versuchspersonen, welche nachher positiv sind .

Modell:

Xy~ Bi(n,dy), ¥ =p. =P+ Proi
Xg ~Bi(n,d3), V= p.1= P11+ Pori
X1, X, unabhangig.

Ho: P2 < P21 < Uy <5 _
Hi: P> Po1 N 9y > Uy Vierfeldertabelle:
+ —
Exakter Vier-Felder-Test von Fisher: X Kk n
1| &
Falls v =, dh. falls pp = pyy, s0gilt Xq|X=k ~ H(2n,nk). Xy | Ky
Essei k, = rechtekritische « -Schranke zu H (2n,n,k). Xk - [2n

Verwirf Hy, falls X; > k; .
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Gutefunktion:
2n

@ Bn(.0p) = P{Testverwirft Ho} = ) " P{X =k} P{Test verwift Ho|X =k} .
k=0

Nunist der Vier-Felder-Test konsistent, d.h. fur ¥y > ¥, gilt g, (d,9,) — 1. Um eine nicht-
ausgeartete Grenzfunktion zu erhalten, fuhren wir anstelle der urspriinglichen Variablen 9y, ¥,
die neuen Variablen § und 9 ein:

§ = \In(t— ;) = Vn(pr2 — Pa1)
9 =2(h+9,) = pru+3(Pr2+ P)-
Die Giitefunktion ist dann abhéngig von n, 8,9, . Fiir n— oo (8,7, fest) gilt (vgl. Anhang A2):

B Bn(6) —— BO) = PIN(OL) < —2_, +———1!.
20(1—0)

3. Versuchsplan mit verbundenen Stichproben; Test von McNemar

n Versuchspersonen zuféllig auswahlen und jede Vp. zweimal befragen (zwei verbundene Stichpro-

ben je mit Umfang n; A = vorher, B = nachher); Stichprobe:

X11 = Anzahl der Vp., welche vorher und nacher positiv sind; B

+ -
X1 = Anzahl der Vp., welche vorher positiv und nacher negativ sind; A
ol K Xp2

- | X1 X»

Xop =",

Modell:
X = (X1, X12, X521, X22) ~ Mu(n, py1, P2, P21, Po2) ;
Ho: pio= P21 gegen  Hp: pp > pos.

Test von McNemar :
Esgilt X, = Xpo+ Xo1 ~ Bi(n, p+) mit P. = P2+ P21 und
P2

+

Xpp|X,=m ~ Bi(myn) mit n=

Falls pjp = pop, SO gilt:
X, =m ~ Bi(m,%).

X12
Essal k, =k, (m,«a) dierechtekritische « -Schranke zu Bi (m%)

Verwirf Hy, falls X0 > k; .

Gutefunktion:
n

Bn (P12, P21) = P{TestverwirftHo} = > P{X, =m}P{Test verwift Ho| X, = m}
(4) ) m=0
= S P{X, =m}P{Bi(mn) >k} mit n=-"12
m=0 +
Nun ist der Test von McNemar konsistent, d.h. fir p;, > poq gilt 8,(pp2, P21) — 1. Um eine nicht-
ausgeartete Grenzfunktion zu erhalten, fuhren wir anstelle der urspriinglichen Variablen ppo, pog
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die neuen Variablen 6 und p, ein:
§ = Jn(pp—pp1)  (wiebeim Vier-Felder-Test)
Py = P2+ P21
Esgilt dann
1 6 1 6
P2 =% P: +ﬁ und pp; =3P, —m-

Die Gtefunktion ist abhangig von (n, é, p, , o) , und wir schreiben jetzt
Bn(6) = P{Test von McNemar verwirft Hy }

n

(5) = > P{X, =m}P{Test verwirft Ho| X, = m}
m=0
= > P{X, =m}P{Bi(mn)>k }.
m=0 = Byjm(©®)

Nunist X, ~Bi(n, p, ), und daher gilt X, /n —P b, fir n— oco. Mit Hilfe des Satzesin An-
hang A1 kann man zeigen (analog wie beim Vorzeichentest, vgl. Kapitel 4, Abschnitt 3), dass der
Grenzwert von G, (6) fir n—oo (6, p,, o fest)
(6) gleichist dem
Grenzwert von ﬁn‘m(é) fir n—oco,mn— p, (6, p,, o fest).

Wir betrachten daher bei der bedingten Giitefunktion ﬂn‘m(é) den Grenzilbergang n — oo,
m/n— p, (6, p.,a fest). Wir schreiben

(7) Bym() = P{BI(M) >k} = p{Bi(m'”)‘“ >k ‘“}: P{(a)> ()}

wobel p = E(Bi(m,n)) =nmn und o? =Var(Bi(m,n)) =myl—n) . Esgilt

Pi2_ 1 1
n= ==+ — = fir n—oo.
p+ 2 2p+\/ﬁ 2

Fir die standardisierte Binomialverteilung gilt

Bi(mn)=p _d N(0,1).
0— )
Nunist
k. — k. — — o
(8) (b): r M: r /vLO_/vL Ho _0,
g 0’0 UO g

wobei 11 = E(Bi(m,1)) = my2 und 03 =Var(Bi(m1))=ny4.Da og /o —1, (k —110)/00 = Z_q
und

— 0 0 1) 1)
H—Ho _ 2\/5(77—%): 2Jm —,/m/nF—> /p+F:—
A n

a9 2p.Jn Je.
so erhalten wir
k. — 6
0 ="-"F— 7, -

=

Daher gilt aufgrund von (7)

ﬂn‘m(é) — P{N(0,1)> 2 —%} = P{N(O,l)<—zla +%}

+ p.
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und weiter aufgrund von (6)

9 Bn(6) — ﬁ(é):P{N(O,l) < —z1a+i} fir n—oo (6, p,,a fest).

o

4. Asymptotische relative Effizienz

Wieim Kapitel 2 beim Vergleich dest-Tests mit dem Vorzeichentest wollen wir jetzt aufgrund der
asymptotischen Gutefunktionen die asymptotische rel ative Effizienz bestimmen.

Population:
AB R _ §=n(p2— p1)
N P11 PLo Ho: P12 = P21 dh. §=0
_ Po1 Poy Hi:po>py; dh 6>0

1. Versuchsplan: Unabhéngige Stichproben mit Vier-Felder-Test (U)

2. Versuchplan: Verbundene Stichproben mit Test von McNemar (V)

Asymptotische Guitefunktionen:
Wir betrachten den Grenzilbergang n— oo (P, P2, 6 und o fest) .
Dann gilt:
P, = P2+ Pr1 = 1-pP11—Px» bleibt fest beim Grenziibergang;

9 = pu+5(P2+Pa1) = Pu+5p,  bleibt fest beim Grenziibergang;

B (6) —— B =P{N(0Y < ~7_, +qs} mit g :ﬁ;

29(1-9

gy (8) —— BY(6)=P{N(01) < —z_, +6,6} mit g -t

o

Somit gilt
5 -
are(V U):Iim&—%zw-
v o Py
Esgilt: % < are(V:U) < oo
Begrindung:
Esqgilt
20(1-9)=2(pu+3p. )(P22+3p. ) =2P11P20 + P, (Prs+ Po2) +3 PP
:1_p+
=2p11P2 + P; —%Pf'
und somit
20(1—-19) 2 N
(p ) _ pl;pzz +1-1p, —— oo fir p, —0 (pi1, P2 >0),
) +

d.h.esgilt are(V:U) — oo fur p. — 0 (pyg, P22 > 0) . Andererseits haben wir

20(1-9) 2
<p )_ '01|01'022+1_%|o+ >1-3p, > 5 (denp, <D,
+ +

und daher gilt are(V:U)z%.



6. Unabhangige oder verbundene Stichproben? 53

Bemerkung:

Die beiden Grenzfélle der asymtotischen relativen Effizienz sind recht plausibel. Wenn

P11 = P22 =0 und damit p, =1, so wechseln alle Versuchspersonen bei der Behandlung ihr Befin-
den (positiv wird negativ und negativ wird positiv). Esist dann nicht sinnvoll, die gleichen Ver-
suchspersonen zweimal zu untersuchen (vorher und nachher), die zweite Untersuchung ist also beim
Test von McNemar vollig wertlos. Beim Vier-Felder-Test werden zwei unabhangige Stichproben je
mit Umfang n=100 (beispielsweise) gezogen, und damit steht diesem Test die doppelte Informati-
onsmenge (d.h. eine doppelt so grofe Stichprobe) zur Verfigung im Vergleich zum Test von McNe-
mar, und daher ist es plausibel, dass are(V :U) = 3.

Andererseits gilt p;q + pyp, — 1 fur p, — 0, d.h. die meisten Versuchspersonen andern dann ihr
Befinden nicht bei der Behandlung. Dann ist der V ersuchsplan mit verbundenen Stichproben sinn-
voller als der Plan mit unabhéngigen Stichproben; beim zweiten V ersuchsplan verwischen die zahl-
reichen Versuchspersonen, welche bei der Behandlung unbeeinflusst bleiben, die (geringen) Unter-
schiede zwischen p;, und p,q; der Test von McNemar kann diese Unterschiede besser erkennen, da
dieirrelevanten Féle X;; und X, unberticksichtigt bleiben konnen. Die Situation ist hier ghnlich
wie beim Vorzeichentest, wo es auch sinnvoll war, die indifferenten Falle unberiicksichtigt zu lassen.
Als grobe Faustregel haben wir also:

U besser alsV, falls Hauptdiagonale der Vier-Felder-Tafel schwach besetzt, d.h. X171, X5, klein

imVergleich zu Xq5, X2

V besser as U, falls Hauptdiagonale der Vier-Felder-Tafel stark besetzt, d.h. X;1, X5, grof3im

Vergleich zu Xq5, X5 .

Beispiele:
1 .
a ([Pu p.LZ] _ |
P21 P22 %

Hierist: p, = pyo + Po1=
0= p.l.l"’%p+ =

b) [pll p_|_2] _ [045 . ]
P21 P22 - 045

Hierist: p, = po + Pp1=0.

)= p.l.l"‘% P, :%

C) [pll plz] _ [0 ]
P21 P22 - 0
Hierist: p, = ppo + p21:1

9= pll"’% P, :%

1
2 any L Y2
%] = are(V.U)_E_l.

05

— = 5.
01

1
} = areV:U) =

] = are(V:U) = % :%.
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5. Vergleich bei endlichem Stichprobenumfang

Wir woallen hier die beiden Versuchspléne bei endlichem Stichprobenumfang vergleichen.

A) Exakter Vier-Felder-Test von Fisher (unabhangige Stichproben)
Gemal3 (2) ist die Gutefunktion gegeben durch

2 2
By (00,9,) = an{x =k} P{Test verwift Ho|X =k} = an{x =k}P{X; >k |X =k}

k=0 k=0
(10) 2n 2n (min(n,k)
=Y P{X;>k,X=k} =>"| Y P{X;=j,Xp=k—j}|
k=0 k=0\ j=k, +1

Dabei sind die beiden Zufallsgréfien X; und X, unabhéngig und besitzen je eine Binomialverteilung
Bi(n,v;) bzw. Bi(n,d,); k, ist dierechtekritische « -Schranke zur hypergeometrischen Verteilung
H (2n,n,k) . Ein Minitab-Makro zur Berechnung der Gutefunktion findet sich unten.

B) Test von McNemar (verbundene Sichproben)
Gemal3 (4) ist die Gutefunktion gegeben durch

n
BY (Pro, Pa1) = P{TestverwirftHo} = > P{X, = m}P{Test verwift Ho| X, =m}
m=0
n

— S P{Bi(n,p,)=m}P{Bi(mm >k} mit n="2
m=0 +
Dabei ist X, = Xy + Xy, ~ Bi(n, p,) mit p, = pyp + Ppy, und k; ist dierechte kritische o -
Schranke zur Binomialverteilung Bi(m, ). Ein Minitab-Makro zur Berechnung der Giitefunktion

findet sich unten.

Vergleich der Gutefunktionen

Falls py = ppp =7, S0ist p, =1— Py — P =3 und die asymptotische relative Effizienz zwi-
schen den beiden Versuchsplanen betragt are(V :U) =1, wie wir oben im Beispiel a) gesehen haben.
Die Gitefunktionen konvergieren also bei beiden V ersuchsplanen gegen die gleiche Grenzfunktion

Ba(8) ——— BE)=P{N(0]) < —2z_, +5v2}.

— 00

Die Tabellen 1abis 1d geben fir fur n= 25, 400,1600 und fiir ausgewahlte Werte von
§=dn=n(py, — ppy) die Werte der exakten Giitefunktionen, sowie die Werte der asymptoti-
schen Gutefunktion. Dadie beiden Prifplane bei endlichem Stichprobenumfang das vorgegebene
Signifikanzniveau nicht voll ausschopfen kdnnen (diskrete Verteilungen!), so ist die Konvergenz als
Funktion von n nicht immer monoton. Die Grenzfunktion 3(6) liefert einerseits schon fir n=25
sinnvolle Naherungswerte flr die exakten Gitefunktionen, andererseits aber stimmen die exakten
Glitefunktionen mit der asymptotischen Gultefunktion selbst fir n=1600 nur in etwa zwei Dezimal-
stellen tiberein. Méchte man eine Ubereinstimmung in drei Dezimalstellen haben, so miiite man den
Stichprobenumfang hundert mal gréf3er wahlen, also etwa n=160 000, denn aufgrund unserer Ta-
bellen sieht man, dass sich die maximale Abweichung von der Grenzfunktion etwa halbiert, wenn der
Stichprobenumfang vervierfacht wird; die Konvergenzgeschwindigkeit ist also gegeben durch den

Faktor 1/+/n .
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Tabelle 1a: Gutefunktionen fur n=25, p;; = py» :%, Py = P2+ P21 Z%, a=0.05, §=d/n
) 2) (©)] (4) (©)] (6) () (8) (©) (10)

PLo P21 d 5 9 0y N BIE) | Br©) | B©)

0.25 0.25 0 0 0.5 05 0.5 0.0325 | 0.0277 | 0.0500
0.3 0.2 0.1 0.5 0.55 0.45 0.6 0.1274 | 0.1115 | 0.1742
0.35 0.15 0.2 1 0.6 04 0.7 0.3357 | 0.3098 | 0.4088
04 0.1 0.3 15 0.65 0.35 0.8 0.6216 | 0.6161 | 0.6831
0.45 0.05 04 2 0.7 0.3 0.9 0.8595 | 0.8960 | 0.8817
0.5 0 05 25 0.75 0.25 1 0.9713 | 0.9995 | 0.9707

Tabelle 1b: Gutefunktionen fir n=100, pj; = Py = %, P, = P2t P21 = % a =005, §=d/n
) 2 ) (4) (©)] (6) () (8) (©) (10)

Pe | Pa | d | 5 | o | B | 1 | BI0) | By©) | BO)
0.25 0.25 0 0 0.5 0.5 0.5 | 0.0384 | 0.0377 | 0.0500
0.275 0.225 0.05 0.5 0.525 0.475 0.55 | 0.1441 | 0.1416 | 0.1742
0.3 0.2 01 1 0.55 0.45 0.6 | 0.3620 | 0.3589 | 0.4088
0.325 0.175 0.15 15 0.575 0.425 0.65 | 0.6408 | 0.6429 | 0.6831
0.35 0.15 0.2 2 0.6 04 0.7 | 0.8603 | 0.8686 | 0.8817
0.375 0.125 0.25 25 0.625 0.375 0.75 | 09651 | 0.9722 | 0.9707
04 0.1 0.3 3 0.65 0.35 0.8 | 0.9948 | 0.9972 | 0.9953
0.425 0.075 0.35 35 0.675 0.325 0.85 | 0.9996 | 0.9999 | 0.9995
0.45 0.05 04 4 0.7 0.3 0.9 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
Tabelle 1c: Giitefunktionen fiir n=400, iy = pp =21, p. = ppp + Py =3, a =005, §=dv/n
(€ (@) (©), 4) ®) (6) @) 8 (©) (10)
Pe | Pa | d | 5 | o | B | 1 | BI0) | By©) | BO)
0.25 0.25 0 0 0.5 0.5 0.5 | 0.0416 | 0.0431 | 0.0500

0.2625 | 0.2375 | 0.025 | 0.5 | 05125 | 0.4875 | 0.525 | 0.1525 | 0.1566 | 0.1742
0275 | 0225 | 0.05 1 0525 | 0475 055 | 0.3752 | 0.3819 | 0.4088
0.2875 | 0.2125 | 0.075 15 | 05375 | 04625 | 0.575 | 0.6520 | 0.6597 | 0.6831
0.3 0.2 01 2 0.55 0.45 0.6 | 0.8646 | 0.8707 | 0.8817
0.3125 | 0.1875 | 0.125 25 | 05625 | 04375 | 0.625 | 0.9652 | 0.9683 | 0.9707
0325 | 0175 | 015 3 0575 | 0425 0.65 | 0.9943 | 0.9952 | 0.9953
03375 | 01625 | 0.175 | 35 | 05875 | 0.4125 | 0.675 | 0.9994 | 0.9996 | 0.9995
0.35 0.15 0.2 4 0.6 04 0.7 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabelle 1d: Giitefunktionen fir n=1600, piy = ppp =2, p, = po + Py =2, @=005, §=dvn
(€ (@) (©) 4) (©) (6) (@) (8 C)] (10)

P2 | Pa | d § oA o2 n| Br@) | B ©) | BE)

0.25 0.25 0 0 0.5 05 0.5 | 0.0465 | 0.0465 | 0.0500
0.25625 | 0.24375| 0.0125| 0.5 |0.50625 | 0.49375 | 0.5125 | 0.1654 | 0.1653 | 0.1742
0.2625 | 0.2375 | 0.025 1 0.5125 | 0.4875 | 0.525 | 0.3955 | 0.3953 | 0.4088
0.26875 | 0.23125| 0.0375| 1.5 |0.51875|0.48125| 0.5375| 0.6709 | 0.6711 | 0.6831
0275 | 0225 | 0.05 2 0525 | 0475 0.55 | 0.8750 | 0.8755 | 0.8817
0.28125 | 0.21875| 0.0625| 2.5 |0.53125 | 0.46875 | 0.5625 | 0.9685 | 0.9689 | 0.9707
0.2875 | 0.2125 | 0.075 3 0.5375 | 0.4625 | 0.575 | 0.9949 | 0.9950 | 0.9953
0.29375 | 0.20625 | 0.0875| 3.5 |0.54375|0.45625 | 0.5875 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
0.3 0.2 0.1 4 0.55 0.45 0.6 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
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Minitab-Makro m ni t ab3. mac zur Berechnung der Gitefunktion ﬁH (%, 99)

gmacro
not e

# Exakte Berechung der Gutefunktion beim Vier-Fel der- Test

# mt gleichen Stichprobenunfangen: nl=n2=n

# HO: thetal <= theta2 gegen Hl: thetal > theta2

#

erase cl-c5 k5-k12

name cl 'k-Werte' c2 'kr(2n,n,k,alpha)' c3 'prob_k’

name k1 'n' k2 'alpha k3 '"thetal' k4 'theta2' k5 'nn' k6 'terml' Kk7

name k8 'k' k9 'kr' k10 'summe' k11 ' probk' k12 'al phac' k13 'j' k14
name k15 'krplusl' k16 'jend'
not e
note Eingabewerte: KL = n (Stichprobenunfang)
not e K2 = al pha = Signifikanzni veau
not e K3 = thetal
not e K4 = theta2
not e
print kl-k4
note Sind die Ei ngabewerte korrekt? (y/n)?
yesno k10
if kiIo0 =0
exit
endi f
let 'nn" = 2*'n

do 'k'=1:'nn'
# fiur k=0 ist die Ablehnw keit stets =0
# kritische Schranke zu H(2n, n, k)

| et 'al phac’ = 1-'al pha

I nvCDF ' al phac' ' kr';
Hypergeo 'nn' 'n' "k'.

let "krplusl = 'kr'+1

# Berechnung von P{X1>kr, X=k}
if "krplusl" > 'k' or "krplusl > 'n'

let '"sume' =0
el se
let 'sume' =0
if 'n <'k'
let "jend ='n'
el se
let "jend = 'Kk’
endi f

do 'j'="krplusl :'jend
PDF "j' "terml';
Binomal 'n' 'thetal'.
let "jc' ="k'-"j"'
PDF "jc' 'term';
Binomal 'n' 'theta2'.

let 'sume' = 'sume' + '‘ternml' *'ternk
enddo
endi f
let c1('k') ="k
let c2("'k') = "kr'
let c3('k') = "'sume
enddo
l et 'sunme' = sum(c3)

print 'sume'
note sunme = Abl ehnwahrscheinlichkeit (Wert der Gitefunktion)
endnacr o

"ternk
e
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Minitab-Makro m ni t ab4. mac zur Berechnung der Gitefunktion ﬁx (V,99)

gmecro

not e

# Exakte Berechung der Gitefunktion bei m Test von M:Nemar

# HO: pl2 = p21 gegen HL: pl2 > p21

#

erase cl-c5 k5-k12

name cl 'mWerte' c2 'kr(malpha)' c3 'prob_1' c4 'prob_2' c¢5 'product’
name k1 'n' k2 'alpha' k3 'pl2' k4 'p21' k5 'p_plus' k6 'eta'

name k7 'm k8 'kr' k9 'summre' k10 'probl' k11 'prob2' k12 'al phac’
not e

note Ei ngabewerte: Kl n (Stichprobenunfang)

not e K2 = al pha = Signifikanzni veau
not e K3 = pl12
not e K4 = p21
not e
prin kl-k4
note Sind die Ei ngabewerte korrekt? (y/n)?
yesno k10
if k10 = 0
exit
endi f
let '"p_plus' = 'pl2'+ p21'
let "eta' = 'pl2'/'p_plus'
let 'summe' =0
do 'm=1:"n'

#do ' m =650: 950
# fiur me0 ist die Ablehnw keit stets =0
PDF 'm ' probl';
Binomal 'n'" 'p_plus'.
# kritische Schranke zu Bi (m 1/2)
| et 'al phac’ = 1-'al pha'
I nvCDF * al phac' ' kr';
Binomal 'm 0.5.
CDF ' kr' 'prob2';
Binomal 'm 'eta'.

let 'prob2" = 1-'prob2
let 'sunme' = 'summe' +' probl' *' prob2’
let ci('mM) ='m
let c2('m) = "kr'
let c3('m) = "probl
let c4('m) = '"prob2
let ¢5('m) = "probl *' prob2’
enddo

prin sunme
note sunme = Abl ehnwahrschei nlichkeit (Wert der Gitefunktion)
endnacr o
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7. Lineare Rangtests beim Zweistichprobenproblem

In diesem Kapitel wollen wir lineare Rangtests zum Zwei stichprobenproblem untersuchen, welche als
Konkurrenten zum klassischen doppelten t-Test in Frage kommen. Dazu bendtigen wir zunéchst eini-
ge Grundlagen tiber Ordnungs- und Rangstatistiken.

1. Ordnungsstatistiken und Rangstatistiken (order and rank statistics)
Lit.: BUning-Trenkler (1994), Kap. 3, 4.
Xiyeees X unabhéngige Zufallsgréi3en je mit gleicher Verteilung;
Xs--s Xn zugehdrige Realisationen;
X1 < X2) << Xn) geordnete Stichprobe;
Ordnungsstatistiken (order statistics)
Die Zufallsgolen X(k) seien so definiert, dass Xk) = Realisation von X(k) for k=1,...,n. Dann gilt
X(l) < X(z) <...< X(n) . Die ZufallsgrofRen X(l), X(z), X(n) heiRRen Ordnungsstatistiken (order
statistics) zur Zufallsstichprobe Xy, ..., X, . Esgilt X(l) =min(Xy,..., Xp), X(n) = max(Xy,...,Xp);
Zentralwert, Quartile, Spannweite, etc. sind Ordnungsstatistiken bzw. Funktionen von Ordnungsstati-
stiken
Rangstatistiken (Rangzahlen, rank statistics)
Wir wollen annehmen, dass x,..., X, alle verschieden sind (keine Bindungen, no ties). Dann sind die
Rangzahlen zu x,..., %, wiefolgt definiert:
ri = rang(x) = Platznummer von X in der geordneten Listex(l) <X2) << Xn)
n "
= #{il =5} = 20 ), wobe O[5 o

R = rang(X;j) = Zufalsgrofle mit Redlisation r; .

Beispiel: [ 1 2 3 4
X 4 17 3 9
rang(x) | 2 4 1 3

Zur Verteilung der Rangzahlen
X1,..-, X, unabhangig, je mit gleicher stetiger Verteilung;
esgilt: p{xi = xj}:o fur i = j, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass Bindungen auftreten ist Null;
R.,..., R,y zugehorige Rangzahlen (als Zufallsgrofen).
1. Gemeinsame Verteilungvon (R;,...,R,):
P{Ri=r,....Ry =Ty} =%n! wobei r,...,r, einebeliebige Permutation von 1...,n ist.
Begriindung: Symmetrie!
2. Eindimensionale Verteilung: Ry,..., R, besitzen je die gleiche Verteilung, und zwar:
P{R =k}=1/n fur k=1...,n.

3.  Zweidimensionale Verteilung: Die Paare (R,R;) mit i = | besitzenjedie gleiche Verteilung,

for k,/=1,...,nk=¢.

und zwar: P{R =k,R, = (} = n(nl—l)
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4. E(Rl)ZZkP{Rl:k}:%(l+---+n):n7+1;somitgilt E(R):nTJrl furi=1...,n.
k=1

5. Var(R) = E(R) —[E(R)s ERD) =) K =L (n+1(2n+1)
k=1
1 _(n+D* n+1 B _(+D)(h-1) n®-1
=Var(R)=g(n+D@n+)——~=—7 [2(2n+1)n_13(n+1)]_ Rt
2
somit gilt: Var(R):n —1 fir i=1...,n.
2
6. Cov(Ry,Ry) = E(RRy) ~ E(R)E(Ry) = ERRy) — "2
E(RR:) =Y kiP{R =k,R, e}%[Zkszz]
ket nn—1) 47 K
1 n2(n+l)2 nn+)@2n+1)| n+1
=3 R 5 =1 [3n(n+1) 2— 2(2n+1)]
=3n“—n-2
= nti (3n2—n—2);
12(n—1)
2
Cov(R, Ry) = 12'2:_11) B2 —n— )_%
. n+1 2 o B __n_"i‘l_
_12(n—1),(3n n—2)—3(n+H(n 1),_ 12
=—(n-1
_Cov(R,R) . (n+p/12 1
Corr(R,Rp) = Var(R)  (n+)(n-1/12 n-1’

somit gilt: Cov(F?i,R-):—nl—;l und Corr(l%,R-):—il far i,j=24...,n, i=].
n_

2. Klassischer doppelter t-Test

Wir betrachten hier das klassische Zwei stichprobenproblem.

X100 X jemit N(uy,0°
! m} unabhéngige ZufallsgroRen |’ ,0”)
Y, Yy jemit N(i,02);

1, o, unbekannt;

Ho:1q = 1o (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);
Hqiiin <o (Y-Werteim Mittel grof3er als X-Werte);
klassischer t-Test:

Y-X [ mn .2 1 ) —\2
T=—1— , wobel S“=—F"—— X — X)% + _Y)2):
S \m+n m+n—2(z( 0T ) )
fals yy=po: T~t(mM+n—-2);
Testvorschrift: Hy ablehnen, falls T >t ,(m+n—2).

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes kann der t-Test auch angewandt werden, wenn keine Nor-
malverteilung vorliegt, falls die Stichprobenumféange gentigend grof3 sind.
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3. Lineare Rangtests beim Lagemodell

Jetzt betrachten wir das Zwelistichprobenproblem in etwas allgemeinerer Form als beim t-Test.
Xq,... X
Vs Yn
dabei sei f eine beliebige Dichtefunktion mit f (x) > 0 fur x€ IR, und wir interessieren uns fir das

gleiche Testproblem wie oben. Wir kdnnen annehmen, dass 14 =0, und wir setzen dann i, =9 .
Dann lautet das Testproblem

jemit Dichte f(x—yy)

M unabhangige ZufallsgroRen {° . .
jemit Dichte f (X— uy);

Xqy..0, X . je mit Dichte f
1 M unabhangige ZufallsgroRen jemiace 9
Y0 Y jemit Dichte f (x—19);

Ho:?=0 ogegen Hy:v>0.

Test von Wilcoxon-Mann-Whitney
Gesamtstichprobe Xj,..., X\, Y1,... Y, ordnen (keine Bindungen, da stetige Verteilung);

m
Sy = Z rang(X;) = Rangsumme der X -Beobachtungen;
i=1

n
S = Z rang (Yj ) = Rangsumme der Y -Beobachtungen;
j=1

N(N +1)

esgilt: Sy +Sy =1+---+N= , wobei N=m+n;

unter Hg haben die X; und die Y; alediegleiche Dichte f(X), und daher ist die exakte Verteilung
von Sy und S, dann unabhangig von der Dichte f(x) (verteilungsfreiesVerfahren). Die exakte
Verteilung ist berechenbar mit kombinatorischen Verfahren (vgl. StatXact). Die Nullhypothese wird
abgelehnt, falls die Y-Werte zu gro3 sind, d.h. falls S, zu gro3ist (bzw. Sy zu klein). Der kritische
Wert wir bestimmt aufgrund der exakten Verteilung von S, unter der Nullhypothese. Aquivalent
dazu ist die Methode mit dem p-Wert:

n
Essel Syps= Z rang(y;)= Rangsumme fur konkret vorliegende Stichprobe (obs = observed);
j=1
berechne pgit = Ry{Sy > Sops} » Wobei Ry{---} die exakte Verteilung unter Hy bezeichnet;
verwirf Hg, falls pyit <a.

Diesist ein Test zum Signifikanzniveau « . Der Test ist verteilungsfrei, da keinerlel Annahme Uber
die Dichte f gemacht werden missen. Der Test geht zurtick auch Wilcoxon-Mann-Whitney. Wir wer-
den spéter sehen, dass der Test so modifiziert werden kann, dass er auch im unstetigen Fall korrekt
angewandt werden kann.

Allgemeine lineare Rangtests

Gesamtstichprobe Xi,..., X\y,Y;,...Y, ordnen (keine Bindungen, da stetige Verteilung);

W,...,wy Gewichte, N=m+n, w <w, <---< Wy, d.h. grofe Beobachtungen — grofes Gewicht;
die Forderung w; <--- < wjy kann abgeschwaécht werden (vgl. unten);

im Spezialfall des Tests von Wilcoxon gilt: w =i, i=1,...,N;
Gewichtvon x : falls rang(x)=r =7 soist gew()=w, =Wwy;
Gewichtvon X;: fals R =rang(X;), soist gew(Xi):wRi ;
Gewicht von Yj: falls R; =rang(Y;), soist gew(Yj):ij ;
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Sy = i gew(X;) = Gewichtssumme der X -Beobachtungen;

iﬁl
S = Z gew(Y i ) = Gewichtssumme der Y-Beobachtungen;

j=1
esgilt: Sy +Sy =w +--+wy ;
unter Hg haben die X; und die Y; alediegleiche Dichte f(X), und daher ist die exakte Verteilung
von Sy und S, dann unabhangig von der Dichte f(x) (verteilungsfreies Verfahren). Die exakte
Verteilung ist berechenbar mit kombinatorischen Verfahren (vgl. StatXact). Die Nullhypothese wird
abgelehnt, falls die Y-Werte zu gro3 sind, d.h. falls S, zu grof3ist (bzw. Sy zu klein). Der kritische
Wert wir bestimmt aufgrund der exakten Verteilung von S, unter der Nullhypothese. Aquivalent
dazu ist die Methode mit dem p-Wert:

Essel Syps= Z?:lgew(y )= Gewichtssumme fir konkret vorliegende Stichprobe;

berechne pyit = Ry {Sy > Sops} . Wobei Ry{---} die exakte Verteilung unter H, bezeichnet;
verwirf Hg, falls pgit <o
Diesist ein Test zum Signifikanzniveau « . Der Test ist verteilungsfrei, da keinerlel Annahme Uber
die Dichte f gemacht werden miissen.

Zur Bestimmung der exakten Verteilung von Sy unter der Nullhypothese:
X;,Y; unabhangig je mit gleicher stetiger Verteilungsfunktion F ;
= P{Xp<Xy< < Xp <Y <--<Y,}=1/N!, wobel N=m+n;
das gleiche gilt fir jede andere Permutation der Variablen Xy,..., X, Y- Yy

min!
= P{X<X<-<X <Y<Y<---<Y}:J/(m;;n): (m+n)';

das gleiche gilt fUr jede andere Kombination der X- und Y-Variablen.

Beispiel: m=3,n=2:Xq,X5,X3,Y,Y2; W =i (Rangzahlen als Gewichte)
Esgibt (g) —10 unterscheidbare K ombinationen von X- und Y-Variablen;
jede Kombination hat die Wahrscheinlichkeit 1/10:

Rénge (= Gewichte) Exakte Verteilung von S,

k | P{Sy =k}
10
110
2110
2110
2110
110
110

1

»

©O© 00N Ol AW

Boo~v~ouhrwNnpk

<L LK LKX XXX X X|F
<X XX K< <K< <KX XX|IN
XLXX<L<X XKL X|W
XX LXXL<XL<XL|+
XXX <X X<L<XLLO
WhRUOOUONN®O

Nun stellen sich folgende Fragen:

a) Vergleich dest-Tests mit dem Test von Wilcoxon;
b) Optimale Gewichtung bei gegebener Dichte t(X);
¢) Asymptotische Gitefunktionen, asymptotische relative Effizienz.



62 7. Lineare Rangtests beim Zweistichprobenproblem

4. Asymptotische Gltefunktion beim t-Test
Xq,ooy X
Y1, Y
0% =Var(X;) =Var(Y;), 0<o? <oo;
Ho:?=0 ogegen Hy:v>0.
t-Test:

S Y-X [ m .21 42 32
T_T m+n’ wobel S _m(z(x' XY 420 Y))’

fals J=0 und X;,Y; normalverteilt: T ~t(m+n—2);

jemit Dichte f(x)

m L. . .
unabhangige Zufallsgréfien
} 99 = {jemit Dichte f (x—19);

fals ¥ =0, m,n grof3, und 0 < 0?<oo: T~N (0,1 (aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes);
Testvorschrift: Hy ablehnen, falls T>t,_,(m+n—2) bzw.falls T>2z_,.
Wir betrachten den folgenden Grenziibergang:

N=m+n — o5

(1) % SN % 1) 0<A<I

§=0JN fest [:»19:% — o].

Gutefunktion

Die Gitefunktion dest-Tests kann (bel Annahme einer Normalverteilung) geschrieben werden als
(2) Bn(6)=P{TestverwirftHy} = P{% /% > tla(N—z)},
und es gilt
Y-X[m _Y-9-X [m v [m
s VN S N SVN’
~t(N-2)
Beim Grenzibergang (1) gilt

szzﬁ[z(xi SXPEY, —\?)2] P2

Y—-9—X [mn

e

Damit gilt fur die Gutefunktion beim Grenziibergang (1)
(A Bn(6) —— B(6)= P{N(O,l)vtg./)\(l—)\) > zla}: P{N(O,l) < -7, +§ )\(1—)\)}.

Die Beziehung (3) gilt auch ohne Normalverteilungsannahme unter der Voraussetzung 0 < 0% <00
(zentraler Grenzwertsatz).
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5. Asymptotische Gitefunktion beim allgemeinen linearen Rangtest

Lit.: Hettmansperger (1984), Chapter 3, 132-177.

Wir wollen bel der Giitefunktion zum allgemeinen linearen Rangtest den gleichen Grenziibergang (1)
wie beim t-Test durchfihren. Wir betrachten das gleiche Testproblem wie beim t-Test:

jemit Dichte f(x)

jemit Dichte f(x—);

Xq,... X
Yoo Yn
Ho:?v=0 ogegen Hy:9>0.

Gesamtstichprobe Xj,..., X\, Y1,-.. Y, ordnen (keine Bindungen, da stetige Verteilung);
W,...,Wy Gewichte;

m} unabhangige ZufallsgroRen {

Gewicht von Yj: gew(Yj):wR]_, wobei R :rang(Yj);
n
= ZWR]_ = Gewichtssumme der Y -Beobachtungen.

j=1
Wir wollen nun Erwartungswert und Varianz von S, unter der Nullhypothese bestimmen, d.h. unter
der Annahme, dass die X- und Y-Beobachtungen die gleiche stetige Verteilung besitzen. Dann sind
R.,...,R, abhangige Zufallsgrofde je mit der gleichen Verteilung:

PO{Rlzi}Z%, i=1...,N;
o) =S R (R
va (o) = B[R~ = 3wy (R =i} - o

1 1y 2
= N2 W = D (W)
N N
Weiter haben alle Paare (R,R;) mit i = | die gleiche zweidimensionale Verteilung:

PO{R_L:i,RZ: j}:ﬁ, ij=1..,N;i=j;
Covo(le,sz) = EO(WRL—V_\I)(WRZ—V_V) = Z(W w)(w; - )PO{Rl—I Ry =i}
i=]
1 N ~ ~ N
N N(N—l)é (v _W)é(wj W)l " ON(N- 1)2

denn Zj(wj —\TV):O und somit gilt Zj¢i(wj —\Tv) = —(W — W) . Nun kénnen wir Erwartungs-
wert und Varianz von S, unter der Nullhypothese berechnen:

Eo(Sy)=nEo(vg, )= n@;

Varg(Sy) = nVaro(wR1)+n(n—l)Cov(le,wRZ)
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Wir woallen nun den gleichen Grenziibergang (1) wie beim t-Test durchfiihren. Dazu ist es zweckméa
[3ig, die Gewichte w mit Hilfe einer gewichtserzeugenden Funktion w(t) zu definieren:

w:[0,1] — IR gewichtserzeugende Funktion;

i . . .

w=w|——|, i=1,...,N (Einzelgewichte);

i [N+1] 1 ( g )

: R .
Gewicht von Yj: gew(Yj):wRj :WN—+1 , waobel R :rang(Yj);
n n R]
= Wo, = w|——| = Gewichtssumme der Y-Beobachtungen ;

So= Yoo, = 3ol g
_ 1 )
S =
1

(1—\)W wobei W= f w(u)du ;
0

N
@ Eo(S/) = —Eo(Sr) = 1w == NV

Nl]

. 2 1
(N+1)_V_V] —— A1- )\){ (w(u) — W) du.

=1
N
) NVaro(éf)zﬁVardS«):ﬁﬁZl

Testvorschrift beim allgemeinen linearen Rangtest
Ho ablehnen, falls S, zu groR, d.h. falls S, >k, , wobei k, die rechte kritische o -Schranke
der Verteilungvon S, unter H ist.

Gutefunktion:
g

g
wobei 1= E(S,) und 2 =Var(5,). (Im vorangehenden Abschnitt haben wir mit o2 die gemeinsame
Varianz der Zufallsgrélen X; und Y; bezeichnet; diese Varianz kommt im vorliegenden Abschnitt
nicht \ior.) Esist plausibel, dass bei unserem Grenziibergang (1) der folgende Grenzwertsatz gilt:

© XL N©D):

die Summanden von §Y besitzen je die gleiche Verteilung, und sie werden fir wachsende Stichpro-
benumfange nahezu unabhangig, und daher kann der zentrale Grenzwertsatz zum Zuge kommen. Nun
haben wir den Term

ke —p |k —ro n—to|oo

o (o) o) o

Zu untersuchen. Esist plausibel, dass

og/c —— 1, denn ¥=6//N — 0;

(ke —po) /o0 —— 7, aufgrund des Grenzwertsatzes (6),

und es bleibt die Bestimmung des Grenzwertes von (i — 1ig)/og - Wir schreiben
p—to _ U -t

90 o)
Beim Grenziibergang (1) gilt aufgrund von (5)

=T XTZ

1

) 6 6 . 2 ~\2
= — = — _ d
1 o o\/ﬁ \/}\( )\) mit 7= {(W(u) W) u,
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und im Anhang A3 wird gezeigt, dass
Tzz% — A(l—A) s,

wobei
Iy = f V\/[F(X)]fz(x) dx = — f W[F(X)]f'(x) dx
(7 I —00
- jw(u)f[F_l(u)]d” = jW(U)Wf Udu mit w (u)=—Ll(u)]
0 0 f [F_l(u)]

Dabei bendtigen wir die folgenden V oraussetzungen
f(x)>0 furadle xe IR,

Dichte f und Gewichtsfunktion w differenzierbar,
W[F(X)] f (x) = 0 fiir x— +oo.

Somit gilt beim Grenziibergang (1)

1 — Ho 6 i
KAL) I = §AA-N) —.
0 hay A o

Wir erhalten also als Grenzwert der Gutefunktion

B (8)= PF’Y —r K _“} B(8) = P{N(0,1)>zl_a—c6 )\(1—)\)}
g

(8) d
= P{NOD<-7_, +cs AN},
wobei
o [ @a 1F )]
9 c——— ' -
© o= A T

[fol(w(u) —W)2 du]2
Beachte, dass die Konstante ¢ unverandert bleibt bei einer Lineartransformation der Gewichte

w(u) — aw(u)+b, denn fwf (u) du =0 (Substitution: u= F(x) ). Weiter bleibt c auch unverén-
dert bei einer Lageanderung f(x) — f(x+b); bei einer Skalenanderung f(x) — f(x/a)/a gilt
jedoch w (u) — w (u)/a , und damit ergibt sich ¢ — c/a. Beim doppelten t-Test andert sich die
Konstante ¢ auf die gleiche Weise, und damit bleibt die relative Effizienz beim Vergleich mit eéinem
linearen Rangtest invariant bei Lage- und Skalenanderungen.

Frage:

Wieist bei gegebenen Dichte f(x) die Gewichtsfunktion w(u) zu wahlen, damit der lineare Rang-
test moglichst trennscharf wird?

Antwort:
Die Gewichtsfunktion ist so zu wahlen, dass die Konstante ¢ maximal wird. Diesist der Fal, falls

1
1 1
w(u) = W (u) . Esist dann w=0 und c= (j; vvzf (u) du)z. Bei gegebener Dichtefunktion f besitzt

also der lineare Rangtest mit der Gewichtsfunktion w; (u) unter allen linearen Rangtests die best-
madgliche asymptotische Gutefunktion (Beweisim Anhang A4).
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6. Asymptotische relative Effizienz, Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die asymptotische relative Effizienz von einigen linearen Rangtests
im Vergleich zum doppelten t-Test untersuchen. Wir haben sowohl beim doppelten t-Test als auch bei
den linearen Rangtests den gleichen Grenzilbergang (1) durchgefiihrt und dabei jeweils Grenzfunktio-
nen von der folgenden Form gefunden:

Bn(8) —— P{NOD<-7_, +csAA- N},
wobei die Konstante ¢ abhéngig ist vom jeweiligen Test. Beimt-Test ist geméa (3) c=¢ =1/o,
und bei den linearen Rangtests ist die Konstante ¢ durch (9) gegeben, wobei das Integral 1; gemald
(7) auf unterschiedliche Weise berechnet werden kann.

a) Test von Wilcoxon

Hier ist
w(u) =u—3;
i i 1 g . .
=W —|=———= firi=1...,N uivalent zuw =i);
\M [N+1] N+1 2 L (& =1

1 1
fw(u)du:o, Tzszz(u)du:l—lz;
0 0

c:cW:|f/T:JEfW(F(x))f2(x)dx:J1_2f £2(x) dx.

Die asymptotische relative Effizienz des Tests von Wilcoxon im Vergleich zum doppelten t-Test be-
trégt also

are(W:t) — %]2 :1202(f £2(x) dx)z,

wobei o2 =Var(Xj) =Var(Y;). Esgilt are(W:t) >108/125=0.864 (Beweisim Anhang A5). Die
asymptotische relative Effizienz des Tests von Wilcoxon im Vergleich zum t-Test kann beliebig gross
werden (02 — 00 ), sie kann aber nie schlechter werden als 0.864!

Fir die logistische Verteilung ist
—X / —X

F=——y =y, L) 1€
14+e % L+e™) f(x) 14+

=2F(x)—-1;

esgilt
x=Flu & F(x=u & e‘le—l,
u

und wir erhalten
f'(F~ )
Wi (U) = —# =2u—1.
f(F 1)
Diese Gewichtsfunktion ist dquivalent zur Gewichtsfunktion des Tests von Wilcoxon, und somit ist
der Test von Wilcoxon der optimale lineare Rangtest bei der logistischen Verteilung.
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b) Normal-Scores-Test (Test mit Normal-Gewichten)

Hier ist
w(u):@‘l(u), wobe & = Vertellungsfunktion zu N(0,1);
-1 — .
W = W[N+1] N——H.] fur i=1...,N;
1 0
fw(u)du:qul(u)du: f Zp(2)dz=0 (Substitution: u = ®(2));
1 7002 0
f WA (U) du = f (qu(u)) du= f 225(2)dz=1 (Substitution: u= &(2)):
0 —00

1
I _
c=cng == I :fw(u)vvf(u)du:fq) L(u) w (u)du.
T 0 0
Die asymptotische relative Effizienz des Normal-Scores-Tests im Vergleich zum t-Test betragt
2
1
2.2 2 -1
=0“CNs = O (u u)du| .
o’cks a[fo (W) (u) ]

Im Spezialfall der Normalverteilungist f = ¢, und da ¢'(2)/(2) = —2z, so gilt dann

2
are(NS:t) = | NS

W (U) = <I>’1(u) ; wir erhalten dann

1 1 %)
Cns = f & (u)w (u)du = f (clfl(u))zdu - f 22o(z)dz = 1,
0 —00

und damit ist im Falle einer Normalverteilung are(NS:t) =1. Bel Vorliegen einer Normalverteilung
ist also der Normal-Scores-Test asymptotisch aquivalent zum doppelten t-Test.

Esgilt are(NS:t) >1 (Beweisim AnhangAB6). Die asymptatische relative Effizienz des Normal -
Scores-Testsim Vergleich zum t-Test kann also nie schlechter werden als 1! Dabei gilt das Gleich-
heitszeichen nur im Falle der Normalverteilung; bei jeder anderen Verteilung ist der Normal-Scores-
Test (asymptotisch) besser als der t-Test.

Im Spezialfall der Normalverteilungist f =, und w; (U) = @‘1(u) , wie wir oben gesehen haben;
die Gewichte des Normal-Scores-Tests sind also optimal im Falle einer Normal verteilung.

¢) Vorzeichentest von Mood (Mediantest von Mood)

Hier ist

e 1

-1 for u<s

w(u) =10 fir u:%

.. 1.

+1 fur u >
fallsN = 2k, dh. falls N gerade: w —w|——|—|~1  furisk
N+1 +1 for i >Kk;

0 fur i=k+1

i -1 fur i <k
falsN =2k +1, d.h. fallsN ungerade: w :W[—]:
N+1 141 farisk+L
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Essa
Ze= Zentrawert der Gesamtstichprobe Xy,..., Xy, Y,--..Yn;

N, = #{j ‘Yj > Ze} = Anzahl der Y-Werte mit Gewicht +1;

N_= #{j ‘Yj < Ze} = Anzahl der Y-Werte mit Gewicht —1.
Dann gilt

S, = er‘:lej - Z?:lgew(Yj )=N, —N_ (&hnlich wie beim Vorzeichentest).
Esqgilt

1 1
fw(u)du:O, Tzzfvvz(u)du:l.
0 0

Nun ist hier die Gewichtsfunktion w(u) unstetig bei u :% ; daher approximieren wir die Funktion w

mit einer differenzierbaren Funktion W, fir welche W' (u) =0 fiir ‘u—%‘ > e, undlassen ¢ gegen
Null streben. Wir finden so

1 1
c:c\,:ITf:|f :!R{W(u)f(Fl(u))du - f(F1(%))!m{w/(u)du:2f(u),

wobel = F’l(%) = Median von F. Die asymptotische relative Effizienz des V orzei chentests von
Mood im Vergleich zum t-Test betragt somit
2

are(V:t):[% —452§2(y)  (u= Medianvonf).

Esgilt 0<are(V :t) <oo. Wir haben hier das gleiche Resultat wie beim Vergleich des einfachen t-
Tests mit den einfachen Vorzeichentest (vgl. Kapitel 2).

Die zwei seitige Exponential verteilung hat die Dichte f(X) = %e_‘x‘ ,und esgilt
A {+1 fir x>0
f(X) -1 fur x<0,
und somit gilt
W (U) = —m =
Dies zeigt, dass die Gewichtung des V orzeichentests von Mood optimal ist bei der zweiseitigen Ex-
ponentialverteilung.

£/(F*w) [+1 for u>2

-1 fiir u<%.
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d) Optimale Gewichtung bei einer Cauchy-Verteilung; Cauchy-Scores-Test

Die Dichtefunktion der Cauchy-Verteilung ist gegeben durch

f()=———- —co<x<o0.
m(14x%)
Esgilt Abb. 1: Gewichtsfunktion w(u) = —sin(27u)
B f/(X) _ 2% 1
f (x) 1+ X2 w(u)

0.5

F(x) = %(arctan(x) +%)

0

F~L(u) = — cotan(ru)

f/(F L)
# = —sin(2mu). -1h 2 s 06 08 1
i (F (u)) u
Die optimale Gewichtsfunktion ist also gegeben durch w(u) = —sin(27u) (vgl. Abb. 1). Extreme
Beobachtungen erhalten geringes Gewicht, wahrend Beobachtungen in der Umgebung des ersten und
dritten Quartils grof3es negatives bzw. positives Gewicht erhalten.

0.5

W (U) =—

Wir betrachten nun den linearen Rangtest mit der Gewichtsfunktion w(u) = —sin(2ru) ; die zugehtri-
gen Gewichte nennen wir Cauchy-Gewichte (Cauchy-Scores), weil sie optimal sind bel einer Cauchy-
Verteilung:

w(u) = —sin(2zu);

W :W[I—]:—sin[ 27 ] for i=1...,N;

N+1 N+1

1 1

fw(u) du= —fsi n(2ru)du=0;

0

0

1 1
2 _ fWZ(u)du:fsinz(Zwu)du =1
0

0
1 1
I .
C=Cog = =+/2I; :\Efw(u)wf (u)olu:—\Effsm(zwu)wf (u) du.
T
0 0
Die asymptotische relative Effizienz des Cauchy-Scores-Testsim Vergleich zum t-Test betrégt

2 2
are(CS:t):[%] :azcés =207 j;lsin(Zwu)vvf (u) du] .
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Vergleichende Ubersicht tiber unsere Beispiele

Wir betrachten die folgenden vier Verteilungen fir unser Lagemodell:

a) Normalverteilung N(0,1):

b) Logistische Verteilung:

c) Laplaceverteilung:

f()=e &
X)=—¢ — 00 < X< 00
27 ’
e—X
f(X)=——, —co<x<o0
[+e)

f(x):%e*‘x‘, — 00 < X< 00

(zweiseitige Exponential verteilung)

d) Cauchyverteilung C(0,1):

1

f(X)=——%5-, —c0<X<0

L+ x%)

Weiter betrachten wir den klassischen t-Test und die folgenden vier linearen Rangtests:

1) Normal-Scores-Test

mit Gewichtsfunktion w(u) = &~ 1(u) :

2) Test von Wilcoxon

mit Gewichtsfunktion w(u) =2u—1 0s

3) Vorzeichentest von Mood
mit Gewichtsfunktion

-1 furu<1/2

wu)=10 faru=1/2

+1 faru>12

4) Cauchy-Scores-Test

mit Gewichtsfunktion w(u) = —sin(2zu)

w(u)

0s

w(u)

05

ik

w(u)

04

05

03

w(u)

0s

05

0B
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Tabellel:  Konstante ¢ bei asymptotischer Giitefunktion:
B (6) — P{N(O,l) <-z7 .+ c&M} .
t-Test: c=¢, Vorzeichentest: c=¢,, Wilcoxontest: c=gy,
Normal-Scores-Test: c=cyg, Cauchy-Scores-Test: €= Ccg

2 2 2 2 2

G CNs Gy Gy CCs Rangfolge

Normal- 1 1 3 _0955|2-0637| 0430 |G =cns>ay >0y >Ccs
verteilung T 7r
Logistische| 3 _ 5304 0318 1 1 0.203 | Gy >Cns>G >0y >Ces
Verteilung | ;2

L aplace- 3 2 _ 0637 3 1 |- 0811 o >ces >0y >ons > G
verteilung T 72

Cauchy- 0 0215 | —0304|-% —0.405 3 Ces > Oy > Gy > Cns > &
verteilung 2 -

Maple-Arbeitsblatt asr el ef f . mas zur Berechnung der Wertein Tabelle 1

> #
# Asynptotische relative Effizienz zw schen
# t-Test, Vorzei chentest, W/ coxontest,
# Nor mal - Scor es- Test und Cauchy- Scor es- Test

#

restart;

Phi 1=z ->1/2 + (1/2)*erf(z/sqrt(2)); # Verteilungsfunktion zu N(O, 1)

Phiinv := u -> sol ve(Phi(2z)=u, z); # Inverse Verteilungsfunktion zu N(O, 1)

# Di chtefunktionen der 4 Verteil ungen

#f 1= x -> exp(-x"2/2)/sqrt(2*Pi); # Normalverteilung
#f 1= x -> exp(-x)/ (1+exp(-x))"2; # Logi stische Verteilung
#f 1= x -> (1/2)*exp(-abs(x)); # Lapl aceverteil ung
#f = x -> 1/ (Pi*(1+x"2)); # Cauchyverteil ung

plot(f(x) x=-3..3);
int(f(x), x—-lnflnlty infinity);
# Optl mal e Gewi cht sf unktlon wf (u) bei den 4 Verteil ungen

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
> #wf 1= u -> Phiinv(u); # Normal verteil ung
> #wW 1= u -> 2*u-1; # Logi stische Verteilung
> #wf 1= u -> abs(1, 2*u-1); # Lapl aceverteil ung
> #W 1= u -> -sin(2*Pi *u); # Cauchyverteil ung
> plot(wf(u) u=0..1,views[0..1,-3..3]);
> # ct = Konstante bei mt- Test
> sigma2 = int(xM2*f(x),x=-infinity..infinity);
> c_t 1= 1/sqrt(sigm2);
> c_tn2;
> eval f(%;
> # c¢_V = Konstante bei m Vorzei chent est
>c_V :=(2*f(0));
> c_V"2,
> eval f(%;
> # c¢_W= Konstante beim Test von W/I coxon
>c W:=2*sqrt(3)*int(f(x)"2,x=-infinity..infinity);
> c W2;
> eval f(%;
> # c¢_NS = Konstante bei Normal - Score- Test
> # Gewi cht sfunktion bei m Nor mal - Scor e- Test
w:=u -> Phiinv(u);
> #plot(w(u),u=0..1,views[0..1,-3..3]);
> Cc_NS : = evalf(lnt(\/\(u)*wf(u),u:0.000L.O. 9999));
> c_NS := eval f(2*I nt (W u) *wf (u), u=0. 00001..1/2));
> #c_NS := Re(%;
> ¢c_NSh2;
> # ¢_CS = Konstante bei m Cauchy- Scor es- Test
>w:=u ->-sin(2*Pi *u);
> c_CS :=evalf(sqgrt(2)*Int(wu)*w (u),u=0..1));
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c_CS := evalf(2*sqgrt(2)*Int(wWu)*wf (u),u=1/2..1));
#c_CS := Re(%;
c_Csh2;

are(t.V) = evalf((c_t/ic_V)"2);
are(t.W := evalf((c_t/c_W"2);
are(t.NS) := evalf((c_t/c_NS)"2)
are(t.CS) := evalf((c_t/c_CS)"2)
are(NS.W := eval f((c_NS/c_W~"2)
are(NS.V) := eval f((c_NS/c_V)"2)
are(NS.CS) := eval f((c_NS/c_CS)"2)

are(WV) := (c_Wc_V)"2;
are(WCS) :=evalf((c_Wc_CS)"2);
are(V.CS) := evalf((c_V c_CS)"2);

H#it#

# c_NS bei Lapl ace-Verteilung

phi :=z -> exp(-z"2/2)/sqrt(2*Pi);
C_NS := 2*int(z*phi(z),z=0..infinity);
c_NSh2;

eval f (9% ;

# c_CS bei Lapl ace-Verteilung

c_CS := 2*int(sin(2*Pi *u), u=0.. 1/ 2);
c_Csh2;

eval f (9% ;

VVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYV

7. Lokal optimale Rangtests (locally most powerful rank tests)

Lit. Hettmansperger (1984), S. 142-147.

Wir haben bisher optimal e lineare Rangtests aufgrund der asymptotischen Giitefunktion bestimmt.
Ein anderer Weg optimiert die Gltefunktion von linearen Rangtests in der Umgebung von ¢ =0 bei
endlichen Stichprobenumfangen, und dies fiihrt zu sogenannten lokal optimalen Rangtests (locally
most powerful rank tests). Die optimale Gewichtung dieser Tests ist gegeben durch

f'(voy)
(Vo)
wobei Vi,...,Vy unabhangige Zufallsgrofien je mit der Dichtef und V(y) ...,V die zugehorigen

Ordnungsstatistiken sind. Man beachte die enge V erwandtschaft mit der optimalen asymptotischen
Gewichtung, die wir im Abschnitt 6 gefunden haben:

sl

i)

Wir wallen plausibel machen, dass die beiden Gewichtungen asymptotisch aquivalent sind. Es seien
Uy,...,Uy unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Gleichverteilung U (0,1) , und Ug,---Yn) seien
die zugehorigen Ordnungsstatistiken. Wir setzen V; = F~(U;) fir i =1...,N ; dannsind \j,...,Vy
unabhéngige Zufallsgréf3en je mit der Verteilungsfunktion F und der Dichte f, und die Ordnungsstati-
stiken Viyy,.--,V(ny sind gegeben durch Vjjy = F~*(Ug;)), i=1...,N . Dadie Varianz der Ordnungs-
statistiken Viiy fur N — oo gegen Null konvergiert (zumindest fallsi nicht extrem grof3 oder extrem
kleinist), so gilt E(h(V(j))) — h(E(V)) fur jede differenzierbare Funktion h, und damit gilt

(V) ~ (Ev)
(Vo) fEV)

(10) & =—E

f/

(1) w = -

a=—-E

Nun gilt weiter

EMi) = E(F_l(U(i))) — F_1<E(U(i))): F_l[Ni—H],
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denn esgilt E(U(y) =i/(N +1) (vgl. Anhang A7). Somit gilt |a; —w;|— O fiir N — oo, fallsi nicht
extrem grof3 oder extrem klein ist; damit wird plausibel, dass die beiden Tests asymptotisch quiva-
lent sind.

Beispiel 1. Normalverteilung

Falls unsere ZufallsgrolRen normaverteilt sind, soist f = und — f'(x)/ f (X) = x, und wir erhalten
& =—E(Zg)).
wobel Z;,...,Zy unabhéngige Zufallsgrofden je mit einer standardisierten Normalverteilung und
Zyyy,---,Z(N) diezugehdrigen Ordnungsstatistiken sind. Offensichtlich sind die Gewichte & und w
antisymmetrisch verteilt: a = —ay_j.1, W =—Wy_j g firi=21...,N (vgl. Tabelle 2). Man nennt
den Test mit den Gewichten g den Normal-Scores-Test nach Fisher-Yates, wahrend der Test mit den
Gewichten w als Normal-Scores-Test nach van der Waerden (X-Test) bezeichnet wird. Die beiden
Tests sind asymptotisch aquivalent. Ob eine der beiden Testversionen bei endlichen Stichproben der
anderen eindeutig Uberlegen ist, ist fiir mich eine noch offene Frage.

Tabelle2:  Gewichte g und w bei der Normalverteilung

a) fur N=10 b) fur N =20
: W 8 : W 8
1 | -1.335 | -1.539 1 | -1.668 | -1.867
2 | -0.908 | -1.001 2 | -1309 | -1.408
3 | -0.605 | -0.656 3 | -1.068 | -1.131
4 | -0.349 | -0.376 4 | -0.876 | -0.921
5 | -0.114 | -0.123 5 | -0.712 | -0.745
6 | 0114 | 0.123 6 | -0.566 | -0.590
7 | 0349 | 0376 7 | -0431 | -0.448
8 | 0605 | 0.656 8 | -0.303 | -0.315
9 0.908 | 1.001 9 | -0.180 | -0.187
10 | 1.335 | 1.539 10 | -0.060 | -0.062
11 | 0.060 | 0.062

Beispiel 2: Logistische Verteilung

Falls unsere ZufallsgroRen eine logistische Verteilung besitzen, so gilt — f/(x)/ f (X) = 2F (x) —1
(vgl. oben), und da F(V;) =U; eine Gleichverteilung U (0,1) besitzt, so finden wir

f'(Voy)
(Vo)
wobei Ug,...,Uy unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Gleichverteilung U (0,1) und U y,...,U(n)
die zugehdrigen Ordnungsstatistiken sind. Nun gilt E(U;)) =i /(N +1) (vgl. Anhang A7), und daher
ist

g =-E :E(ZF(\/(i))_]-):z'E(U(i))—l,

i
g = 2———1=w;

die beiden Gewichtungen sind also identisch, und somit ist der Test von Wilcoxon bei der logisti-
schen Verteilung nicht nur asymptotisch optimal sondern auch lokal optimal.
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Beispiel 3: Laplaceverteilung (zweiseitige Exponential verteilung)
Falls unsere Zufallsgrofien eine Laplaceverteilung besitzen, so gilt

Y -1 fur x<0
f (X)/f(x)_{+l far x>0

(fur x=0 ist die Ableitung nicht definiert), und wir erhalten & = E(sgn(V;;))), wobei sgn(x) das
Vorzeichen von x bezeichnet; der Wert von dieser Funktion fir x=0 ist hier irrelevant, dadie Zu-
fallsgroRe V;y stetigist. Nunsel Y = #{ | |vj >0} ; dannist Y ~Bi(N,1), und es gilt
{Viy >0} ={Y>i}. Somit haben wir

8 = E(son(Vg))) = P{Vy > 0} — P{Vgy <0} = 2P{V) > 0} ~1=2P{Bi(N, %) > i} -
Tabelle 3 zeigt die Gewichte g und w fir N =10 und N = 20. Die Frage, ob die Gewichtung

a,...,ay bei endlichen Stichprobenumfangen der asymptotisch optimalen Gewichtung w,...,w,
eindeutig Uberlegen ist, ist meines Wissens noch nicht geklért.

Tabelle3:  Gewichte g und w bei der Laplace-Verteilung

a) fur N=10 b) fir N =20
[ W g i W &
1 -1 | -0.998 1 -1 | -1.000
2 -1 | -0.979 2 -1 | -1.000
3 -1 | -0.891 3 -1 | -1.000
4 -1 | -0.656 4 -1 | -0.997
5 -1 | -0.246 5 -1 | -0.988
6 1 0.246 6 -1 -0.959
7 1 0.656 7 -1 | -0.885
8 1 0.891 8 -1 | -0.737
9 1 0.979 9 -1 | -0.497
10 1 0.998 10 -1 | -0.176
1 1 0.176

Maple-Arbeitsblatt nor scor es. mas zur Berechnung der Wertein Tabelle 2

> #
# Nor mal - Scores nach Methode 1 und 2
#

> restart;

> Phi:=z->1/2+1/2*erf(z/sqrt(2));

> Phic:=z->(1/2)*erfc(z/sqrt(2));

> phi:=z->exp(-2z"2/2)/sqrt(2*Pi);

>

# Normal Scores:
# 1. w(i) = Phiinv(i/(N+1))
i) = E(Z_(i)), wbei Z1,..., ZN unabhéngig, je mt NO, 1)

10;
Met hode:
i -> fsolve(Phi(z)=i/(N+1), 2);

VVVVYV
SsHzH

1.

3);

2. Met hode:

F = Verteilungsfunktion von Z (i)

F(i,x) = P{Z_(i) <x} = P{Nx >= 1}, wbei Nx = #{i|zZ < x}

Nx ~ Bi(N,p), p = Phi(x)

= (i,x) -> sun(binomal (N j)*Phi(x)"j*Phic(xX)MNj),j=i..N;

ot(F(S X),x=-3..3);
(i,
i

X) -> dlff(F(l,x),x);
-> Int(x*f(i,x),x=-infinity..infinity);

ZOR® D T LR

<~

2f(%
i from1l to N do
print(i,w(i),evalf(a(i)));

end do:

VVVVYVVYVYV

3);
a
-

—h

(0]
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8. Permutationstest

Wir betrachten wiederum unser Zwei-Stichproben-Problem mit den beiden Stichproben Xy,..., X,
und Yj,..., Y, . Nun wird die Gesamtstichprobe nach Grofe geordnet zu V;,...,Vy mit N=m+n,
und die Realisationen vy,...,vy werden als Gewichte eines linearen Rangtests benutzt; der lineare
Rangtest mit diesen natlirlichen Gewichten heif3t Permutationstest. Die Gewichte des Permutation-
stests berticksichtigen in natiirlicher Weise die unbekannte Verteilung unserer Zufallsgréfien, und man
konnte hoffen, dass der Test deshalb ein asymptotisch optimaler linearer Rangtest ist bei beliebiger
Verteilungsfunktion F. Diesist jedoch nicht der Fall, der Test ist asymptotisch &guivalent zum klassi-
schen doppelten t-Test, und er ist daher wie der t-Test nur optimal bei Vorliegen einer Normalvertei-
lung.

Begriindung:

Die ZufallsgroRen Xq,..., X, besitzen jedie Dichte f(x) und die Zufallsgrofien V;,...,Y, jedie
Dichte f(x—9). Unter Hy: 9 =0 besitzen alle Zufallsgrof3en die gleiche Dichte f mit der Vertei-
lungsfunktion F. Wir betrachten drei lineare Rangtests mit den folgenden Gewichtungen:

A) w=v furi=1...,n (Permutationstest);

B) w=E(V)furi=1...,n;

0 w= F_l[Ni——i—l] furi=1...,n.

Esist plausibel, dass Test A und B asymptotisch aquivalent sind, und wir haben uns im Abschnitt 7
Uberlegt, dass Test B asymptotisch aquivalent ist zu Test C; somit ist Test A &guivalent zu Test C.
Wir berechnen nun die Konstante ¢ der asymptotischen Gutefunktion des Tests C. Gemal3 (9) gilt

[ wiwyw @ :
w(u) W (u) du Me—
't Jo _ it Wf(u):_f[F ()]

[j;l(w(u)—w)z du]2 f[Ffl(U)]'.

Beim Test C ist die Gewichtsfunktion gegeben durch w(u) = F’l(u) , und wir erhalten

1 1 00
wsz(u)du:fFfl(u)du: f x () dx = pu = E(X;),
0 0 —00
1 00
Tzzf(w(u)—u)zdu: f(x—u)zf(x)dx:02:Var(Xi),
0 —00
1 1, f’[Ffl(u)] o 2
j;w(u)wf(u)duz—foF (u)mdu:—jo;xf (x)dx:foof(x)dx:l,

und damit ist die Konstante c unserer drei Tests gegeben durch c=1/o wie beim klassischen t-Test
(vgl. Abschnitt 4). Der Permutationstest ist al so asymptotisch aquivalent zum klassischen doppelten t-
Test. Ein Vorteil im Vergleich zum t-Test besteht darin, dass der Permuationstest das vorgegebene
Signifikanzniveau auch einhdt, wenn keine Normalverteilung vorliegt, die asymptotische Optimalitét
ist jedoch nur bei einer Normalverteilung gegeben.
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8. Test von Wilcoxon-Mann-Whithey bei beliebigen Verteilungen

1. Problemstellung, stochastische Ordnung

Wir betrachten hier das Zweistichprobenprablem in allgemeiner Form:

Xqseen X _ jemit Verteilungsfunktion F
! M1 unabhangige Zufallsgrofen jem ' Hnd )
Y- Yn jemit Verteilungsfunktion G.

A) Klassischer Fall

Xi ~N(,0%) und Yj ~N(up,0%);

Ho:1q = 1o (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);
Hqiiin <o (Y-Werteim Mittel grof3er als X-Werte);

- klassischer doppelter t-Test.

B) Allgemeines Lagemodell
X; ~F und Y; ~G, wobe G(X) = F(x—19), Y; v hat gleiche Vert. wie X;;

Hg: =0 (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);
Hi:9 >0 (Y-Werteim Mittel grof3er als X-Werte).

C) Sochastische Ordung (Typ 1)
Xi~F und Y;~G;
Ho: F =G (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);
Hi:F(X)>G(x) Vx und F# G (Y-Werteim Mittel grofer als X-Werte).
Beachte:
F(X)>G(x) ¥x < FY(x)=1—F(x) <G°(x) ¥x
& P{X>x}<P{Y>x} vx, d.h.Y-Werteim Mittel groRer als X-Werte.

D) Sochastische Ordung (Typ 1)

Xi~F und Y;~G;

Ho: F =G (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);

Hy: P{X <Y}>P{X>Y} (Y-Werteim Mittel groRer als X-Werte).

Nun haben wir zwei Definitionen von stochastischer Ordnung:

Definition I:
Xund Y seien zwel ZufallsgroRen mit den Verteilungsfunktionen F und G. Dann definieren wir
die Ordnungsrelation L (stochastische Ordnung vom Typ I) wie folgt:
XLY o F>G(X)vx und F £ G.

Definition I1:
Xund Y seien zwei unabhangige ZufallsgréRen mit den Verteilungsfunktionen F und G. Dann

definieren wir die Ordnungsrelation i (stochastische Ordnung vom Typ I1) wiefolgt:

x4y o P{X <Y}>P{X>Y}.
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Behauptung:
Die stochastische Ordnung nach Typ | impliziert die Ordnung nach Typ I, d.h.

xty = x Yy

Beweisim stetigen Fall:
Xund Y seien unabhangige Zufallsgréfien mit den stetigen Verteilungsfunktionen F und G. Dann gilt
1) P{x <Y}:fF(x)dG(x), P{X=Y}=0, P{X >Y}:fG(x)dF(x).
Falls beide Zufallsgréfzen X und Y die gleiche Verteilungsfunktion F besitzen, so gilt
P{X <Y}=P{X>Y}=1, undsomitistdamn [F(dF()=1.
Nunsei X % Y,dh F(x)>G(X)Vx und F # G.Dannfolgt aus (1)
P{X <Y}:fF(x)dG(x) > fG(x)dG(x) =1,
und somit ist
P{X<Y} > 1 dh P{X<Y}>P{X>Y};

damitist X i Y, was zu beweisen war. Der Bewels fur den allgemeinen Fall findet sich im Anhang
A8. Die Umkehrung der obigen Behauptung ist jedoch nicht richtig, wie das folgende Gegenbeispiel
zeigt.

Beispiel: Essel X eine Zufallsgrofie mit einer Rechtecksverteiung in [01] , und Y besitze die Dichte

1 o 2

S fur 0< ygg

_ e 2 4

9(y) =12 fir £<y<g
0 sonst.

Dann gilt P{X <Y} = [F(y)g(y)dy=Jyg(y)dy=32 >3, und somitist X L v. Esgilt jedoch
nicht X i Y, dasich die beiden Verteilungsfunktionen F und G schneiden.

Bemerkung zur Ordnung vom Typ |1

Aus P{X <Y}=P{X >Y} folgt nicht F =G . Gegenbeispiel: Esseien X und Y unabhangige Zu-
fallsgrofzen mit Gleichverteilungen im Intervall [—1,1] bzw. [—2, 2] . Dann gilt offensichtlich aus
Symmetriegrinden P{X <Y} = P{X > Y}, die beiden Verteilungsfunktionen sind jedoch verschie-
den.

Die Ordnung nach Typ Il ist also feiner als die Ordnung nach Typ |. Das Testproblem gema3 D ist
somit von den vier Varianten A bis D die algemeinste:

A ist Speziafall von B, B ist Spezidfall von C, Cist Speziafall von D.

Wir werden unsim folgenden mit dem Testproblem D (allgemeinste Variante) befassen.
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2. Test von Wilcoxon-Mann-Whitney im stetigen Fall

Wir wollen nochmals das Vorgehen im stetigen Fall skizzieren.

Xqyo0, X . je mit Verteilungsfunktion F
1 M1 unabhangige ZufallsgroRen Jem "ing ,
Y, Y je mit Verteilungsfunktion G.

Ho:F =G (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);
Hi: P{X <Y}>P{X>Y} (Y-Werteim Mittel grofer als X-Werte).
Wir betrachten die TestgroiRe
N+:#kHAM<ﬁ}.
Die Nullhypothese wird abgelehnt, falls N, zu grofl3ist. Anstellevon N, kann man auch mit der

Rangsumme arbeiten. Es sei
R; =rang(Y;) = RangvonY; in der geordneten Gesamtstichprobe;

Sy = _Rj = Rangsumme der Y-Beobachtungen.
=1

Dann gilt
@ Sy=N, + "(nZH) .

Anstellevon N, (TestgroRe von Mann) kann man also auch mit S, (Testgrofie von Wilcoxon) ar-
beiten. Wir werden im folgenden die TestgroRe N, von Mann verwenden.

Beweisvon (2):
Wir betrachten die Ordnungsstatistiken zur Y-Stichprobe: Y3 <Y(p) <+~ <Y(p). Dann gilt
rang(Yy) = #{i ‘Xi <Y } +1

rang(Y(z)) = #{i ‘Xi <Y(2)}+ 2

rang(Yn)) = #{i ‘Xi <Y(n)}+ n
und durch Summation finden wir

@ s=N +10,

was zu beweisen war.

Exakte Verteilung von N unter der Nullhypothese:
XY unabhangig je mit gleicher stetiger Verteilungsfunktion F ;

1 .
= P{X1<X2<---<Xm<Y1<-~<Yn}:m, wobel N=m+n;

das gleiche gilt fur jede andere Permutation der Variablen Xy,..., X\, Y-, Yn s

1 min!
= P{X<X<---<X<Y<Y<---<Y}:(ern :( m )';
m-+ n)!
m )

das gleiche gilt fUr jede andere Kombination der X- und Y-Variablen.
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Beispiel: m=3,n=2: Xy, X5, X3,Y,Ys
Esgibt (g) =10 unterscheidbare Kombinationen von X- und Y-Variablen; jede Kombination hat die
Wahrscheinlichkeit 1/10: Exakte Verteilungvon N

Range P{N, =k}

1/10
1/10
2/10
2/10
2/10
1/10
1/10
1

Z
+

o 01~ WN PP O|X

Boo~vouohrwNnk

<L L <LKX XXX X X|F
<X X X K<< <<XXX|IN
XLXX <X X< X|W
XX LXXL<XL<XL|+
XXX <X X<<X<LK|O
ORNWNWARNUTO®

Testvorschrift zum Test von Wilcoxon-Mann-Whitney:

Gegeben: xq,..., Xm: Y1,---» Yn
Bestimme rechte kritische Schranke k. zu N, unter Hy:

k- = Kleinste ganze Zahl s0, da3 Ry{N, >k } <a.
Bestimme Redlisation von N bei vorliegender Stichprobe:
n, =#{(@ D% <y}
Verwirf Ho, falls n, >k, .

Testvorschrift mit p-Wert:
Berechne pgit = Ry{N, >n, }= p-Wert.
Verwirf Hg, fals pyit <o

Esgilt: pgit <a < ng >k, d.h. diebeiden Testverfahren sind aguivalent. Die exakte Berech-
nung des p-Werts unter Hy kann z.B. mit StatXact durchgefihrt werden (Non-Parametrics, Two In-
dependent Samples, Wilcoxon-Mann-Whitney).

3. Test von Wilcoxon-Mann-Whitney im allgemeinen Fall

Jetzt wollen wir den Test von Wilcoxon-Mann-Whitney im allgemeinen Fall behandeln.

Xqseen X _ jemit Verteilungsfunktion F
! M1 unabhangige Zufallsgrofen jem g )
Y- Yn jemit Verteilungsfunktion G.

Ho: F =G (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);
Hyi: P{X <Y}>P{X>Y} (Y-Werteim Mittel groRer als X-Werte).

Dadie Verteilungsfuktionen F und G jetzt Unstetigkeitsstellen besitzen kdnnen, so miissen wir das
Auftreten von Bindungen (ties) beriicksichtigen; jede der drei folgenden Bedingungen kann erfillt
sein:



80 8. Test von Wilcoxon-Mann-Whithey bei beliebigen Verteilungen
P{Xj=X;}>0 fir i=j;
P{Xi=Y;} >0,
P{Y =Y} >0 firi=]
Essel
N, = #{(i, DX <Y, };
No = #{G, 1)]Xi =Y, };
N_ = #{(i, DX >Y, }
Offensichtlich gilt N, + N_ + Ng = mn= Gesamtzahl aller Paare (i, j) miti=1...,m und
j=1...,n. Eine naheliegende Testgrofeist nun
U=N;+INg bzw. U=N_+2Ng (esgiltdann:U +U =mmn).
Bei der Rangsummenstatistik S, von Wilcoxon stellt sich die Frage, wie die Range zu berechnen
sind beim Auftreten von Bindungen. Das (bliche Verfahren besteht darin, dass die Rangzahlen, wel-
che auf eine Bindung fallen, gemittelt werden, und dass dann jede Beobachtung der Bindung diesen
Mittelwert als Rangzahl bekommt.
Beispiel: m=3,n=2,
X1:X2:y1:7 < X3:9 <Y =13;
die Rangzahlen 1,2,3 fallen auf die Dreierbindung X = X, = y;, und somit bekommt jede der drei
Beobachtungen X, y; die Rangzahl (14 2+ 3)=2.

Wenn nun die Rangsummenstatistik von Wilcoxon definiert wird als

n
Sy =>_rang(Y;) (mit Mittelbildung bei Bindungen),
j=1
dann gilt analog zu (3) der Zusammenhang

(Beweisim Anhang A9). Wir werden im folgenden mit der U-Statistik von Mann arbeiten, dasie ein-
facher und nattirlicher ist fir unser allgemeines Testproblem. Die naheliegende Testvorschrift wére
nun: Verwirf Hg, fallsU zu grof3 ist, wobei der kritische Wert fur die Statistik U aufgrund der exak-
ten Verteilung unter Hy zu bestimmen ist. Im stetigen Fall ist die exakte Verteilung von U bzw. N,
unter Hy unabhéngig von der speziellen Form der Verteilungsfunktion F. Diesist jedoch im allge-
meinen Fall nicht mehr so.

Beispiel: Wir betrachen die folgenden beiden V erteilungsfunktionen:

0 fir x<O
1 (X) =1 X ir 0<x< H>(X) = )
1 fir x>1 Z(1+x) for 0<x<1
1 for x>1.

F, ist die Verteilungsfunktion zur Gleichverteilung im Intervall [0,1] , wéhrend die Verteilungsfunk-
tion F, einen Sprung von der Hohe 1/2 im Punkt x =0 besitzt. Bei F; werden keine Bindungen
auftreten, wahrend bei F, etwadie Hélfte aller Beobachtungen auf den Punkt x =0 féllt. Die Ver-
teilung der Statistik U wird also bei den beiden Verteilungen verschieden sein!
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Die Lésung unseres Problems besteht darin, dass man die bedingte Verteilung von U bei gegebener
Bindungskonfiguration berechnet.

Beispiel: m=3,n=2, x=%=y=7 < x3=9 < y, =13;
die Bindungskonfiguration ist gegeben durch (3,1,1) , weil zun&chst eine Dreier-Bindung, und dann
zwei einzelne (ungebundene) Beobachtungen vorliegen.

Eine Bindungskonfiguration ist eine Zerlegung von N = m+-n in eine Summe von naturlichen Zah-
len. Fir N =5 ergeben sich die folgenden Bindungskonfigurationen:

1 (11111) (keine Bindungen)

2) (211)

3 (12,11

16) (5) (ale funf Beobachtungen haben den gleichen Wert).

Die Anzahl der mdglichen Bindungskonfigurationen bei gegebenem N betrégt oN-L

chen bzw. Ungleichheitszeichen zwischen die N Beobachtungen setzen).

(Gleichheitszei-

Exakte Verteilung von U unter der Nullhypothese bei gegebener Bindungskonfiguration:

X;,Y; unabhangig je mit gleicher stetiger Verteilungsfunktion F ;

b= (b,b,,...) gegebene Bindungskonfiguration, by +b, +---=N;
jede Anordnung der X- und Y-Variablen auf die N Platze besitzt die Wahrscheinlichkeit J/ (r'}i) :
dies ermdglicht die Bestimmung der exakten bedingten Verteilung.

Beispiel: m=3,n=2,N=m+n=5b=(311

Es gibt (g) =10 unterscheidbare Anordnungen der X- und Y-Variablen auf die 5 Plétze;

jede Anordnung hat die Wahrscheinlichkeit 1/10:

Rangzahlen Exakte Verteilung von U

U
2 2 2 4 5 gegeben b= (3,1,1)
1 X X X Y Y| 6
2 X X Y X Y| 4 k | P{u=k}
3 X X Y Y X | 3 1 3/10
5 X Y X Y X | 3
6 |X Y Y X X | 1 4 3/10
7 1Y X X X Y| 4 6 y10
8 Y X X Y X | 3 1
9 Y X Y X X | 1
10]Y Y X X X | 1

Wir sind also in der Lage, bei gegebener Bindungskonfiguration die exakte Verteilung von U unter
Hg zu berechnen; diese Verteilung hangt nicht ab von der unbekannten wahren Verteilungsfunktion
F. Somit konnen wir fir jede Bindungskonfiguration b= (by,b,,...) mit by +b, +---= N enen kor-
rekten bedingten Test durchfihren, fir welchen gilt.

Ro { Test verwirft Ho| b} <a.
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Essd By ={b=(0o,by,...)|by +b, +---= N} = Menge aller Bindungskonfig. zum Umfang N. Dann
gilt:

Ry {TestverwirftHo} = >~ Ry{(X,Y)— b} Ry{Test verwirft H b}
beBy  abhangig von F <a firjedesbeBy

<« Z R{(X.Y)—b} = «a,

beBy

=1
d.h. bei diesem Testverfahren ist nicht nur die bedingte Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art, sondern
auch die globale (unbedingte) Irrtumswahrscheihnlichkeit 1. Art < o . Es handelt sich also um einen
korrekten, exakten Test zum Signifikanzniveau « , der keinerlei V oraussetzungen tber die unbe-
kannte V erteilungsfunktion F bendtigt.

Zusammenfassung:

Xqyon X . je mit Verteilungsfunktion F
! M unabhangige ZufallsgroRen jem ung _

Y, Y jemit Verteilungsfunktion G;

Xs- s Xms Y1---» Y ZUgenOrige Realisationen;

Ho:F =G (beide Stichproben haben gleiche Verteilung);

Hyi P{X <Y}>P{X>Y} (Y-Werteim Mittel groRer als X-Werte);

N, = #{(i,j)‘xi <Yj}

No = #{(i, DIRS :Yj}

U=N;+3Ng

Xy Xms Y1o---» Yn — b= (by,by,...) = Bindungskonfiguration zur vorliegenden Stichprobe;
exakte Verteilung von U gegeben b= (by,by,...) unter Hy berechenbar;

berechne Perit = Py {U > Ugps|b} , wobei ugpg der Wert von U bei der vorliegenden Stichprobe ist;

verwirf Hg, falls pgit <o
Dann gilt: Ry{Test verwirft Hy} < o d.h. das (unbedingte) Signifikanzniveau o wird eingehalten.

Bemerkungen:
1) Keinerlel Voraussetzungen an die Verteilungsfunktionen F und G, auch keine Stetigkeit.

2) Die exakte bedingte Verteilung ist datenabhangig (abhangig von Bindungskonfiguration der vor-
liegenden Stichprobe); es wird jedoch nicht nur das bedingte, sondern auch das globale (unbe-
dingte) Signifikanzniveau eingehalten.

3)  Zur praktischen Durchfliihrung ist ein Computerprogramm notwendig (StatXact, SAS, SPSS).

4) Falsdie Berechnung der exakten bedingten Verteilung zu schwierig wird, so sind Mone-Carlo-
Verfahren verflgbar.

5) Der Testist konsistent, d.h. wenn die Alternative vorliegt konvergiert die Ablehnwahrscheinlich-
keit flr wachsende Stichprobenumfénge gegen 1.
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9. Lineare Rangtests beim Einstichprobenproblem

1. Problemstellung
A) Klassischer t-Test
Esseien Xj,..., X}, unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Normalverteilung N(u,az) mit unbe-
kanntem 1 und o . Wir betrachten das Testproblem
Horpu<pg gegen  Hyp> pg.
Beim klassischen t-Test betrachtet man die Testgroflze

X — g c2 1 ¢ 12
T= n, wobei S*=—— Xi —X)7;
g n n_lg( i =X)
Falls p=pg,sogilt T ~t(n—1), d.h. die ZufallsgroRe T besitzt dann eine t-Verteilung mit n—1
Freiheitsgraden. Die Testvorschrift des t-Tests zum Signifikanzniveau « lautet daher: Verwirf Hg,
fals T>t_,(n-1).

B) Symmetrisches Lagemodell
Wir woallen die Problemstellung des klassischen t-Tests verallgemeinern und dabei auf die Normal-
verteilungsannahme verzichten. Wir betrachten das symmetrische Lagemodell:
F sai eine Verteilungsfunktion mit einer symmetrischen Dichtef, d.h. f(—x)= f(x) fir x€ IR;
F,()=F(x—p), f,(x)=f(x—p), p€IR, p=med(F) = Lageparameter (Verschiebung um ) .

Nun seien Xy,..., X, unabhangige Zufallsgrofen je mit der Verteilungsfunktion F,. Die Vertei-
lungsfunktion F und der Parameter . seien unbekannt. Wir betrachten das Testproblem
Hoin<pg gegen  Hyp> pg.

FalsF die Verteilungsfunktion zu N(O,UZ) ist, so haben wir wiederum die Problemstellung des klas-
sischen t-Tests. In diesem Kapitel interessieren wir uns fir Testverfahren, welche das allgemeinere
Problem mit dem symmetrischen Lagemodell 16sen, und zwar fir lineare Rangtests. Wir wollen die
Grundidee dieser Testverfahren beschreiben am Beispiel des V orzeichentests und des Einstichpro-
bentests von Wilcoxon.

Vor zei chentest
Essei D = X; — o fur i=1,...,n und

N, =#{i|X; > o} = #{i|D; >0} = Anzahl der positiven Differenzen D;,

N =#{i|X; <o} = #{i|Dj <O} = Anzahl der negativen Differenzen D.
Dadie Zufallsgrofien X hier eine stetige Verteilungsfunktion besitzen, brauchen wir keine Bindun-
gen zu beriicksichtigen. Der Vorzeichentest verwirft Hg, falls N, zu groB3, d.h. falls N_ zukleinist.
Falls p=pg, soist P{X > po} = P{D; >0} :% , und damit besitzt dann N, eine Binomialvertei-
lung Bi(n,1) unabhéngig von der speziellen Form der Verteilungsfunktion F.

Einstichprobentest von Wilcoxon
Wiederumsel D; = Xj —pp fur i =1,...,n. Beim Vorzeichentest wurde nur die Anzahl der positiven
und negativen Differenzen D; gezéhlt. Jetzt sollen diese Differenzen gewichtet werden:

|Dj| groR = groRes Gewicht;

|Dj| klein = kleines Gewicht.
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Eine einfache Gewichtung besteht darin, dass man die Differenzen |Di | ordnet nach ihrer Grofe und
as Gewichte die Rangzahlen R wahit:
R = rang(|D;|) = Platznummer von D; in der geordneten Liste.

Anstelle der Anzahl N, der positiven Differenzen wird jetze die Rangsumme der positiven Differen-
zen als Testgrofe gewahlt. Wir setzen
1 fdlsD;>0
! _{o falls D; <0

und definieren unsere Testgrof3en als

n
L, = Z\/i R = Rangsumme der positiven Differenzen Dj;
i=1
n
L = Z(l—\/i )R = Rangsumme der negativen Differenzen D;.
i=1
Esqilt L, +L_=n, dajakeine Bindungen auftreten konnen. Beim Vorzeichentest haben alle Diffe-
renzen das gleiche Gewicht 1, und die beiden TestgroRen N, und N_ koénnen auch geschrieben wer-

den ds

n
N, => Vi = Anzahl der positiven Differenzen D;
i=1
n
N =) (1-V;)= Anzahl der negativen Differenzen D;.
i=1

Die natlrliche Testidee mit der Statistik L, bzw. L_ ist die folgende:

L, groB — Hy,

L, klen — Hg.
Es bleibt die entscheidende Frage, wie der kritische Wert zu bestimmen ist ohne Kenntnis der Ver-
teilungsfunktion F. Falls 1 = g, so besitzen die Zufallsgrofien D; = X; — g alle die symmetrische
Dichte f; positive und negative Werte von D; sind gleich verteilt. Nun gilt aus Symmetriegriinden

P{D;>0,R=j}=P{D;<O,R =j} fir j=1...,n,
und daraus folgt
(1) P{D;>0R = j}:%P{Rlz jb fur j=1...,n.
Nunist {D; > 0} = {V; =1}, und daher folgt aus (1)

P{V=1R = j}:%P{Rlz j}=PM=1P{R=j} fur j=1..,n,
und dies bedeutet, dass die Zufallsgrofen V; und R, stochastisch unabhangig sind; ebenso zeigt man,
dass V; und R unabhangig sind fur i =1,...,n. Falls p = 1, so werden aso die ,, Vorzeichen®
Vi,...,V, zuféllig auf die Rangzahlen Ry,..., R, verteilt, und damit |83t sich die exakte Verteilung

von L, bzw. L_ mit kombinatorischen Methoden bestimmen unabhéngig von der speziellen Form
der unbekannten Verteilungsfunktion F (vgl. nachfolgendes Beispiel).
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Beispiel: n=4, D, = Xj — 19, R :rang(|Di|);

rang (|| L Exakte Verteilungvon L, fir p= g
12 |3 |4 [Pl —kl
1 |+ |+ |+ + 10 0 116
2 | — |+ |+ |+ 9 1 116
4 |4+ |+ | -]+ 7 3 2/16
5 |+ |+ |4+ | = 6 4 2/16
6 | —|—|+ |+ 7 5 2/16
7 | —|+|—-|+ 6 6 2/16
8 |- |+ |+ ]— 5 7 2/16
9 |+ -1- 2 8 1/16
100 |4+ |-+ ]| - 4 9 1/16
11 |+ |+ | - | — 3 10 1/16
2 - |- = 4 > 1
13 | — | — — 3
14 |-+ -] - 2
15 — | - = 1
6| - |—|—|-] o

Fir p= pg besitzt jede der 2% =16 Vorzeichenkombinationen die Wahrscheinlichkeit 1/16.

2. Allgemeine lineare Rangtests

X1,..., X, unabhangige Zufallsgrofen je mit der Verteilungsfunktion F mit Fu(x): F(x—p);
f Dichte zu F; f symmetrisch bzgl. 0, d.h. f(—x)= f(X) fir xe IR;

Ho: 1t <0 gegen Hy:p>0 (wir nehmen jetzt an, dass pg =0, sodass Dj = X — g = X );

R =rang(|X;|) (Beobachtungen ordnen nach GroRevon |X;|);

1 fals X >0

! _{o fals X <0

wW,....W, Gewichte;

gew(i) = w = Gewicht (Score) bei Rangzahl i :

n n

L, => Vgew(R)=> Vwsz = Gewichtssumme der positiven Beobachtungen X .
i=1 i=1

Vorzeichentest: w=1fur i=1...,n;

Test von Wilcoxon: w =i far i=1...,n.

Falls =0, so sind die Vorzeichenvariablen V;,...,V,, unabhangige symmetrische Zweipunktvaria-

blen mit P{V, =1} = P{V, =0} =1/2 fir i =1,...,n. Weiter sind die Vektoren (V;,...,V,,) und

(Ry...,R,) stochastisch unabhangig (vgl. Abschnitt 1). Die exakte Verteilung von L, kann also auch

bei allgemeinen linearen Rangtest wie beim Test von Wilcoxon (vgl. Abschnitt 1) mit kombinatori-
schen Methoden bestimmt werden; die Verteilung ist unabhéngig von der speziellen Form der unbe-
kannten Verteilungsfunktion F.
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Erwartungswert und Varianzvon L, falls =0:

Wir wollen in der Statistik L, die Summationsreihenfolge andern, damit unsere Berechnungen einfa-
cher werden. Wir kdnnen schreiben

L, _ZVg ZWg

wobei
{l falls die Beobachtung X; mit Rangzahl j ein positives Vorzeichen hat
|

“lo fdlsdie Beobachtung X; mit Rangzahl j ein negatives Vorzeichen hat.
Die ZufallsgroRen W, ..., W, sind stochastisch unabhéngig und gleich verteilt wie V;,...,V,, . Daher
gilt

n
i)|=22.900)

j=1

> Wig(] ] igz Varo( )

j=1 j=1

>

Varg (L, ) =Varg

-I>|H

3. Andere Darstellung von L, beim Test von Wilcoxon
X1,.- X urspriingliche Zufallsvariablen;
R, Ry Rangzahlen, R =rang(|X;|);

Vi,V Vorzeichenvariablen, :{% ;3:: Q 28
X5+ Xn

f,....Ih  Realisationen zu den entsprechenden Zufallsgrofen;
V1s--Vp

n
L, =) ViR Statistik zum Einstichprobentest von Wilcoxon;
i=1

n
I, =Y "vir,  zugehdrige Realisation.

Wir kdnnen annehmen, dass X < Xo <--- < X (umnumerieren!), und es sei dann x, <0 und
X1 > 0. Dannist

Zv,r,_ Z r .

i=k+1
Nun gilt

rk+1:#{iHXi|§Xk+1}:#{i‘iSk‘f'LXi +Xk+1>0}
ries2 = #i[[%] < %2} = #{i]i <k+2,% + %2> 0}

und daher ist

|, = i r :#{(i,j)‘igj,xi +X; >o}.
i—k 1

Dadiesfir beliebige Stichprobenwerte gilt, so haben wir die Darstellung
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n
L, =Y VR :#{(i,j)‘i <X+ X >o}.
i=1
Diese Darstellung zeigt, dass der Test von Wilcoxon verwandt ist mit dem sogenannten Hodges-
Lehmann-Schétzer fur p:

o= Ze{M, i< j}
> <
(Ze = Zentralwert). Der Punktschétzer /i ist die duale Schétzfunktion zum Einstichprobentest von
Wilcoxon, wie etwa das arithmetische Mittel X die duale Schétzfunktion zum einfachen t-Test ist.

Wie bel den linearen Rangtests zum Zweistichprobenproblem (vgl. Kapitel 7), interessieren wir uns
fir die folgenden Fragen.

a) Vergleich dest-Tests mit dem Test von Wilcoxon?
b) Welchesist die optimale Gewichtung bei gegebener Dichte f?
c) Asymptotische Gutefunktionen, asymptotische relative Effizienz?

4. Asymptotische Gltefunktion beim einfachen t-Test
X1,-.-» X unabhéngige Zufallsgrofzen je mit einer Normalverteilung N(19,02);
Ho:¥ <0 gegen Hy:9>0 (1 ist der Lageparameter im Lagemodell);
X . 2 1 v \2
T=—"+/n mit S =—— Xi —X)7;
SVn =2 (X =X)
t-Test: Verwirf Hg, falsT>t_,(n—1).
Wir wollen die asymptotische Gutefunktion des t-Tests bestimmen. Dazu fihren wir den Parameter
§=1v/n einund schreiben die Giitefunktion als
Bn(6) = P{Test verwirft Hy} = P{T >t;_, (n—1)}.
Fir n— oo (6, o fest) gilt

2 pr) — P{N(O,1)<—zla+g}
(vgl. Abschnitt 2.2).

5. Asymptotische Gutefunktion bei allgemeinen linearen Rangtests
X1,..-» Xy unabhangige Zufallsgroflien je mit der Dichte fy(x)= f(x—1);

f symmetrisch, d.h. f(—x)= f(x) fir xe IR;

Ho:v <0 gegen Hy:9>0 (1 ist der Lageparameter im Lagemodell);

Ri,..., Ry Rangzahlen, R =rang(|X;|);
. . _J1 fals X >0
Vi,V Vorzeichenvariablen, _{O falls X, <0;

w:[01] — IR gewichtserzeugende Funktion, w(u) > 0;

gew(i) = w :W[I—]: Gewicht zur Rangzahl i,i =1,...,n;
n+1

n n n
L, =) Mogew(R)=> V Wg = >V W[niﬂ] Teststatistik zu linearem Rangtest;
i=1 i=1 i=1
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-1 1< R
L==L == "Vvw—|.
T ont n%' [n+1]
Fals 9 =0, so gilt

. 1
uoon(E+)=2—1nZw[n¢+l] — 4 [wwdu;
3 :

4n =t n+1

n . 1
nog = nVarg (L, ) _iZ\NZ[L] — %fwz(u)du.
0
Der lineare Rangtest mit der Teststatistik L, verwirft Hy, falls L, > k; , wobei k, die rechte kriti-
sche « -Schranke der exakten Verteilung von L, unter der Annahme ¢ =0 bezeichnet. Nun wollen
wir die asymptotische Giitefunktion dieses Tests bestimmen. Es sei § = 9+/n und wir betrachten den

Grenzibergang n — co mit 8, o fest. Die Gutefunktion

g g

(4) B,(5) = P{Testverwirft Ho} = P{L, >k } = P{L —n_k —u},

wobei 1= E(L,) und o2 =Var(L, ). (Wir haben im vorangehenden Abschnitt mit o2 die Varianz
der normalverteilten Zufallsgrofien X; bezeichnet; diese Varianz kommt hier nicht vor.) Falls

fw(u)du < oo und fwz(u)du < 00,

so konnen die Einzelgewichte w,...,w, nicht allzu extrem variieren, und esist plausibel, dass dann
bei unserem Grenziibergang der folgende Grenzwertsatz gilt:

L —
(5 ——~ —4 N
g
(vgl. Hettmansperger, 1984, section 2.8). Nun ist

©) ke —n_|k—ro_r—iolo
o 0o dp ) O
und esist plausibel, dass
K —Ho 4 aufgrund des Grenzwertsatzes (5),
90
9% _,1 denn ¥ =§/+/n — 0.
g

Somit haben wir in (6) noch den Grenzwert von (i — 119)/og zu bestimmen. Wir schreiben
M:ix K~ Ho =Ty xTs.
o o0
Bei unserem Grenzibergang gilt aufgrund von (3)

1
=0 2 wobd r2=1 [wAWdy,
0

= N
g0 0'0\/5 T

und im Anhang A10 wird gezeigt, dass
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T,=rR
wobei
I = 27W’[2F(x)—1]f2(x) dx + w(0)f(0) = —TW[ZF(X)—l]f/(X) dx
™) L S
= {V\/(u)f[Fl[uTHH du +w(0)f(0) = %jo‘w(u)wf (u) du
mit
s
W () = ————2—.
F(57)

Dabel bendtigen wir die folgenden V oraussetzungen
f(x)>0 furadle xe IR,
Dichte f und Gewichtsfunktion w differenzierbar,
W[2F (x) —1] f (x) — 0 fir x— oo

Somit gilt beim Grenzilbergang n — oo (6, o fest)
K= Ho

90
Wir erhalten also als Grenzwert der Gutefunktion (4) aufgrund von (5) und (6)

:T1><T2 E— é>< |f .
T

5n(6):P{E+_M> i _M} — B(6) = P{N(O,)>27_,—cs} = P{N(0O,]) <—7_, +cb},

wobel
1 / ,1u7+1
© CZI%ZJ;W(U)\M(U)?U - Wr(u):_f[F_l—(uil)]_
[ fo 1W2(u)du]2 flF (T)]

Beachte, dass hier im Unterschied zum Zwei stichprobenproblem gilt
1 o0
fwf (U) du = 2f £/(x) dx= 2f (0)
0 0

(Substitution: (u+1)/2= F(x)). Damit bleibt die Konstante c invariant bei einer multiplikativen
Transformation der Gewichte w(u) — awu) , jedoch nicht bei einer allgemeinen Lineartransfor-
mation wu) — awu) -+b wie beim Zweistichprobenproblem. Bel einer Skalenanderung

f(x) — f(xa)/agilt f'(x) — f ’(x/a)/a2 und somit w (u) — W (u)/a; damit ergibt sich

c — c/a.Beimdoppelten t-Test andert sich die Konstante ¢ auf die gleiche Weise, und damit bleibt
die relative Effizienz beim Vergleich mit einem linearen Rangtest invariant bel einer Skalenanderung.
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Frage:

Wieist bel gegebenen Dichte f (x) die Gewichtsfunktion w(u) zu wéahlen, damit der lineare Rang-
test méglichst trennscharf wird?

Antwort:

Die Gewichtsfunktion ist so zu wahlen, dass die Konstante ¢ maximal wird. Diesist der Fall, wenn

w(u) = W (u) . Esist dann c= (folvv% (u) du)% . Bei gegebener Dichtefunktion f besitzt also der linea-
re Rangtest mit der Gewichtsfunktion w; (u) unter allen linearen Rangtests die bestmogliche asym-
ptotische Giitefunktion (Beweisim Anhang A11).

6. Asymptotische relative Effizienz, Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die asymptotische relative Effizienz von einigen linearen Rangtests
im Vergleich zum einfachen t-Test untersuchen. Wir haben sowohl beim einfachen t-Test als auch bel
den linearen Rangtests den gleichen Grenziibergang durchgefiihrt und dabei jeweils Grenzfunktionen
von der folgenden Form gefunden:

Bn(6) — P{N(O,l) <—Z_,+ 06} :
wobei die Konstante ¢ abhéngig ist vom jeweiligen Test. Beimt-Test ist gemé3 (2) c=¢ =1/o,
und bei den linearen Rangtests ist die Konstante ¢ gegeben durch (8), wobei das Integral 1; gemal3
(7) auf unterschiedliche Weise berechnet werden kann.

a) Test von Wilcoxon

Hier ist
w(u) =u;
i i . ) .
=W ——|=—— fliri=1...,n aquivalent zuw =1);
W [n+1] n+1 L (& =0

1

1
TZI%fWZ(U)dU:%fUZdU:%;
0

0
cC=gy = ITf = zJEfvx/(zF(x)—l)fz(x) dx + ~12w(0) f (0)
0

zJEffz(x)dx - Jﬁf f2(x) dx.
0 —00

Die asymptotische relative Effizienz des Tests von Wilcoxon im Vergleich zum einfachen t-Test be-
tragt also

are(VV:t):[%]z zlzaz(ffz(x)dx)z,

wobei o2 =Var (X;) . Wir haben hier genau das gleiche Ergebnis wie beim Zwei stichprobenproblem.
Esgilt are(W :t) >108/125=0.864 (wie beim Zweistichprobenproblem). Die asymptotische relative
Effizienz des Tests von Wilcoxon im Vergleich zum t-Test kann beliebig gross werden (02 —00),
sie kann aber nie schlechter werden als 0.864!



9. Lineare Rangtests beim Einstichprobenproblem 91

Fir die logistische Verteilung ist
—X / —X
F=— =Sy, 178
14+e % L+e™) f(x) 14+

=2F(x)—-1;
esgilt
x:F_l[u—_ZH'] & F(x):u—_zH' & 2F(X)—1=u,

und wir erhalten
t(F W)
W (U) = —— 1 o =Uu
f(F W)
Diesist die Gewichtsfunktion des Tests von Wilcoxon, und somit ist der Test von Wilcoxon der op-
timale lineare Rangtest bei der logistischen Verteillung (wie beim Zweistichprobenproblem).

b) Normal-Scores-Test (Test mit Normal-Gewichten)

Hier ist
w(u):qu[“T“, wobei @ = Verteilungsfunktion zu N(0,1):
W,:Wi— —o 11 i fur i=1...,n;
n+1 2 20n+1
1 1 1 2 o0
72:%fvvz(u)du:%f[qfl(—u_zF )] du:%fzzgo(z)dz:%;
0 0 0

u+1

1 1
C:CNSZITfZZIf :fw(u)wf(u)du:f@‘l(T)wf(u)du.
0 0

Die asymptotische relative Effizienz des Normal-Scores-Tests im Vergleich zum t-Test betrégt
2 2
1
22 2 _1{u+1
= C = 0} s u du .
0°CNs =0 [ fo [ > ]Wf( ) ]

Im Spezialfall der Normalverteilungist f = ¢, und da ¢'(2)/(2) = —2z, so gilt dann
W (U) = <I>’1((u +1)/2); wir erhalten dann

1 _4(u+1 I _q/u+1
cns = [ YT | w (u)du = q>(_)
NS fo [ 2 ]Wf() L/;) 2

und damit ist im Falle einer Normalverteilung are(NS:t) =1, daja o2 =Var(Xj)=1flr f =¢.Bd

Vorliegen einer Normalverteilung ist also der Normal-Scores-Test asymptotisch aquivalent zum ein-
fachen t-Test (analog zum Zwei stichprobenproblem).

are(NS:t) = | NS

2 o0
du =2 72 2)dz = 1,
[ 2o

Esgilt are(NS:t) >1. Die asymptotische relative Effizienz des Normal-Scores-Testsim Vergleich
zum t-Test kann also nie schlechter werden als 1! Dabei gilt das Gleichheitszeichen nur im Falle der
Normalverteilung; bel jeder anderen Verteilung ist der Normal-Scores-Test (asymptotisch) besser als
der t-Test.
Begriindung: Mit der Substitution v= (u+1)/2 konnen wir schreiben
1 L usl 1 o f[F )]
cns= [@ 1(—) w(Uydu=2 [ & V) W (Vv mit v (V) = ———
NS fo 2 f; t[F )]

Nun sind die beiden Funktionen <I>’1(v) und W (v) antisymmetrisch beziglich v=1/2, und daher gilt



92 9. Lineare Rangtests beim Einstichprobenproblem

Cns =2 L Lo 1) W () dv = j; "o 1) W (V) dv.
2

Die Konstante cyg kann somit dargestellt werden wie im Zweistichprobenfall, und daher gilt wie dort
are(NS:t) >1.

Im Spezialfall der Normalverteilungist f =, und w; (u) = @‘1(u) , wie wir oben gesehen haben;
die Gewichte des Normal-Scores-Tests sind also optimal im Falle einer Normal verteilung.

c) Vorzeichentest
Hier ist
w(u) =1 fur 0<u<1i
[ ,
=w|——|=1flr i=1...,n;
\M [n+1] a
Dann gilt

n .
L= Vi = #i|X >0},
und damit ist der lineare Rangtest aquivalent zum Vorzeichentest (vgl. Kapitel 2). Esgilt

1
=1 [Wudi=1.
0

I o0
c=g = = 4fvv’(2F(x)—l)f2(x) dx + 2w(0) f(0) = 2 (0).
T
0
Die asymptotische relative Effizienz des V orzeichentests im Vergleich zum t-Test betragt somit

2
are(V :t) = % — 45212 .

Esgilt 0<are(V :t) <oo. Wir haben hier das gleiche Resultat gefunden wie beim Vergleich des ein-
fachen t-Tests mit dem Vorzeichentest im Kapitel 2.

Die zwei seitige Exponential verteilung hat die Dichte f(X) = %e_‘x‘ ,und esgilt

f/(x) {+1 fir x>0

f(x) |-1  fir x<O,
und somit gilt
f’\F—l[“””
W (U) = ——— = = +1 fir O<u<1.
)

Dies zeigt, dass die Gewichtung des Vorzeichentests optimal ist bei der zwei seitigen Exponentialver-
teilung.
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d) Optimale Gewichtung bei einer Cauchy-Verteilung; Cauchy-Scores-Test

Die Dichtefunktion der Cauchy-Verteilung ist gegeben durch

f()=—"—", —c0<X<0.
m(1+X%)
Esgilt Abb. 1: Gewichtsfunktion W(u) = —sin(2ru)
B f/(X) . 2X 1
f0 1% i

05

F(X) = %(arctan(x) +%)

0

F~L(u) = — cotan(ru)
- . f /( Fil(u)) . : o 02 04 0 05 1
Wi (u) = —m = —sin(2mru)

W (U) = Wy [UTH] = —sin[r(u+1)] = sin(ru).

Die optimale Gewichtsfunktion beim Zwei stichprobenproblem ist gegeben durch Ww(u) = —sin(2zxu)
(vgl. Abb. 1), wahrend die optimale Gewichtsfunktion beim Einstichprobenproblem gegeben ist durch
w(u) =W (u+1)/2] =sin(wu) (rechte Halfte der Abbildung 1).

Wir betrachten nun den linearen Rangtest mit der Gewichtsfunktion w(u) = sin(ru) ; die zugehdrigen
Gewichte nennen wir Cauchy-Gewichte (Cauchy-Scores), weil sie optimal sind bei einer Cauchy-
Verteilung:

w(u) = sin(rru);

W =W|——[=sin I—w] for i=1...,nm;
n+1 n+1
1 1
72:%fvvz(u)du:%fsinz(ﬂu)du:%;
0 0

1 1
c:ccSZIszz\Elf :ﬁfw(u)wf(u)du:ﬁfsn(wu)wf(u)du.
0 0

Die asymptotische relative Effizienz des Cauchy-Scores-Tests im Vergleich zum t-Test betragt

2 2
1
are(CS:t):[% = 0°Eg = 202 fo sin(7ru)wf(u)du] .

Wieim Beispiel b) kann man zeigen, dass die Konstante ccg dargestellt werden kann wieim Zwei-
stichprobenfall.

Unsere Beispiele zeigen, dass die Ergebnisse beim Einstichprobenproblem im wesentlichen aquiva-
lent sind zu den Ergebnissen beim Zwei stichprobenproblem, wobei allerdings beim Einstichproben-
problem nur symmetrische Dichtefunktionen zugelassen sind: f (—x) = f(x) fur x€ IR.
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Anhang

Al Hilfssatz zur stochastischen Konvergenz

Essei Xy, Xs,... eine Folge von Zufallsgrofen mit XnLa.
Dann existiert eine Folge e, mit &, | 0 50, dass P{|X, —a>&p} — 0 fir n— oc.
Beweis:
Da X,——a, so gilt P{|Xn—a>e} — Ofiir jedes = > 0. Essai 19 =1. Dann gilt offensichtlich
P{|Xn—a|>no} < mg=1furn=22....Nunsei ke{12...} und = 27X Dann gilt
P{|Xn —a|>nk}—>0 fir n— oo (7 fest), und daher existiert eine nattrliche Zahl n, so, dass
P{|Xn —a|>nk}§nk fur jedes n> ny . Wir setzen ny =1 und haben jetzt eine Folge von Paaren
(.M, k=0,1,..., gefunden mit ny | 0, ng <y <--- und mit P{|X,, —a|>n } < fiir jedes
n>ny . Nun setzen wir

en=1(=m0) fir g<n<m

en=1 (=m) fir m<n<n,

€n :% (:772) for n2§n<n3

Dann gilt offensichtlich e, | 0 fir n— oo, und fir n, <n<ng, 4 gilt
P{{Xn—a/>en} = P{{Xs—a>n} < m — 0 fir n—>o0.

A2 Vier-Felder-Test, Asymptotische Gltefunktion

Esseien X4, X, unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Binomialverteilung Bi(n, %) bzw.

Bi(n,95), und weiter sei Vierfeldertabelle

1) 6 =~n-v) ud T =L(d+9,). T -

Dann gilt X1 Kk

) 191=5+i und ﬁzzﬁ—i. Xolky - | N
2yn 2yn X |k - |2n

Fir n— oo giltalso ¥ — 9 und 9, — 1 . Die Gitefunktion zum Vier-Felder-
Test kann geschrieben werden als

(3 Bn(6)=P{Test verwirft Hy} = i P{X=k} P{Test verwift H0|X:k} = i P{X:k}ﬂn‘k(é)
k=0 k=0

(vgl. Abschnitt 6.2). Die Giitefunktion ist abhéngig von n, §, 9, a . Wir wollen nun den Grenzwert
bestimmen fir n— co (6,9, « fest) . Esgilt
Mit Hilfe des Satzesin Anhang A1 kann man zeigen (analog wie beim V orzeichentest, vgl. Abschnitt
4.3), dass der

Grenzwert von (3,(8) fir n—oo (6,9, a fest)
(@) gleichist dem

Grenzwert von 3y (6) fir n— oo, k/n—29 (6,9, fest).

LN W+, =29 fir n—oo.
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Nun ist

Brji (6) = P{Test verwirft Ho[X =k} = P{X1 > k [X =k},
und die bedingte Verteilung von X; gegeben X =Kk ist die verallgemeinerte hypergeometrische
Verteilung H (2n,n,k, p) , wobei p = v1(1—19,)/[9o(1— ¥;)]. Leider sind fiir den Erwartungswert und
die Varianz dieser Verteilung keine einfachen Formeln bekannt. Wir kénnen aber die bedingte Gite-
funktion ﬁn‘k(é) wiefolgt vereinfachen. Es gilt

X1>kr 2X1>2kr
Xl_X2>2kr —k
X1+ Xy =Kk

Nun sind die Zufallsgrofien X; 4+ X, und X; — X, asymptotische unabhangig (vgl. unten stehenden
Hilfssatz), und daher ist der
Grenzwert von (i (6) = P{X;— Xz > 2k —K|Xy + Xy =k}
gleich dem
Grenzwert von P{X; — X, > 2k, —k} .
Esgilt aso
6) limg, ()= Iimﬂn‘k(é) =limP{X; — X, = 2k —k},

©)

wobei beim zweiten und dritten Grenzprozess gilt: n — oo, k/n— 20 (8,9, o fest).

Nunist k, dierechte kritische « -Schranke zur hypergeometrischen Verteilung H (2n,n,k) . Die
standardisierte hypergeometrische Verteilung konvergiert gegen eine standardisierte Normalvertei-
lung, wenn die Varianz gegen unendlich strebt. Wir benttigen daher den Erwartungswert und die
Varianz unserer hypergeometrischen Verteilung:

(M P{X;—Xy>2k —k}=P

Ubliche Notation beim Vier-Felder-Test
Y ~H(N,M,n) Y ~ H(2n,n,k)
M k
(Y) N (Y) 5~ Ho
Var(Y):nM N-M N-n Var(Y):Ezn_k:ag
N N N-1 4 2n-1

Kk k

Ho = = No- = ny (~: asymptotisch aquivalent)
n
O_g _ EZn—k _ ELZn—k _ 25(1_5)
42n-1 22n2n-1 2

und damit gilt o3 — oo ; daher haben wir

kZho .,

g0
Wir schreiben
Xq— X5 2k —k

Bei unserem Grenziibergang n — oo, k/n— 29 gilt

N

N

=P{(a)> (b)}.
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Nun gilt

@ XaXe X RA-O)  Xpondy pl-Up) | V(v )
N N N N N SN

—N(02) 1 —N(02) -1 _ ¢
NI =)

und daher kénnen wir schreiben
d 1
() — 41— Zp) + —,
~N(0,2) Y, 19(1_ 19)
wobei Z;, Z, zwei unabhangige Zufallsgréfien sind je mit einer standardisierten Normalverteilung
N(0,1) . Weiter gilt

(b) = 2k, —k _ 2kr —Ho 90 + ZMO_k
Jno@a—9) o0 Jno(l—9) Jno@e-9)
—4_, N 1/\/5 =0
und somit haben wir
b) -2z ,.
Aus (7) folgt nun

P{X;— Xy > 2k Kk} — P{N(O,2)+ﬁ> 2 zla}: P{N(O,l)<—zla 46 /m},

und aufgrund von (6) haben wir damit die gesuchte Grenzfunktion gefunden:
)
8 Bh(6) —— P{N(OY) < -7, +—F——".
20(1-9)
Beim allgemeinen Vier-Felder-Test mit beliebigen Stichprobenumfangen ny,n, betrachen wir den
Grenziibergang

N=nm + Ny, — oo, ﬁ-m, &—>1—)\, A fest;
n n

9) =X\ +@A-N\)D, fest;
§=~n( — 1) fest.
Auf dhnliche Weise wie beim symmetrischen Fall nj =n, kann man zeigen, dass
(10) B, (6) —— PIN(01) < —2z_, +6 f(l_i)}.
9(1-9)
Man beachte die unterschiedliche Definition von 6 bei (8) und (10):
imersenFall: ~ §=n(ty—,) mit n=n =ny;
imzweiten Fall:  §=+n(vy—vy) mit n=m +ny,.

Nun haben wir noch den Hilfssatz zu beweisen, den wir oben bei (5) benutzt haben.

Hilfssatz
X1 und X, seien unabhéngie Zufallsgrofden je mit einer Bi(n,v;) bzw. Bi(n,,) . Dann sind die
ZufallsgrolRen X; + X, und X; — X, asymptotische unabhéngig.
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Beweis:
1°  Z,,Z, seien unabhéngige ZufallsgrolRen je mit einer standardisierten Normalverteilung N(0,1) .
Dann sind die beiden Zufallsgrofien V; = Z; +Z, und V, = Z; — Z, unkorreliert und somit stocha-
stisch unabhangig.
2° Uq,U, seien unabhéngige ZufallsgroRen je mit einer Normalverteilung N(u,az) bzw.
N(v,0?) . Dann gilt firr die beiden ZufallsgroRen V; =U; +U, und V, =U; —U,

EM)ENVa) = (u+v)(u—v)=pu® 1%

E(ViVy )= E(Uf)— E(Uzz)zaz + 2 —(02 +y2):u2 2
V; und V5, sind also unkorreliert und somit stochastisch unabhangig.
3 Ess ~

X m Xo—mj

-9 T o)

Bei unserem Grenzilbergang n— oo (6,7, a fest) gilt gemaR (2)

191:1§+L und 192 ’19——

2Jn 2Jn’
und somit erhalten wir
_ X-nd Xy (A-)) \/_(191 7)) d N(ad) mit j—
Ja-v) Ja-a) Joa-v) \/19(1 9) ’ 2Joa—9)
N R—) G
X))
_ Xp—nd _ Xp—ni, JUo(1—1,) \F(ﬁz D) d N.D) mit v —— =0
Joa-9) Jnd@-9) JIa-9) \/19(1 ) ' 2Joa-9)
TN 5
2 09@-9)

Daher sind die beiden ZufallsgroRen U, +U, und U; —U, aufgrund von 2° asymptotisch unabhangig,
und somit sind esauch X; + X, und X; — X, , was zu zeigen war.
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A3 Zur asymptotischen Gitefunktion beim linearen Rangtest
zum Zweistichprobenproblem

Wir wollen hier den Grenzwert von
1t — fig
T, =
27y
bestimmen fur
N=m+n — oo,

m n
) —— A — —1-) 0<A<
O N~ L
s=9N fest |=0=-" 0

JN
(vgl. Abschnitt 7.5). Wir bestimmen diesen Grenzwert in zwei Schritten:
(1a) N—oo, M/N— X, n/N—1-), ¢ fest;
(16) 9 =—2— . 0 bei festem 5.

N

Esgilt

_ 10 R,
@ p=p0)=Ey(S)=Ey N ?:1: N1
Wir wissen bereits, dass beim Grenziibergang (1) gilt

® 1o=n(0)=Eo(S) — (1-)) [Wthdu = (1-2)w
0

Nun haben wir den Grenzwert von p = () unter der Alternative ¢ > 0 beim Grenzibergang (1a)
Zu bestimmen. Es sei

F, dieempirische Verteilungsfunktion zu Xq,..., Xy

G, dieempirische Verteilungsfunktion zu v;,..., Y}, .
Dann gilt

Re=rang(Y) = #{i[X; <Y} + #{j]Y¥; <%} = mFpn(%) +nG (%),
und da ndG,(y) =1listfur y=Y;, j=1...,n, sofinden wir die Darstellung

N 1
= — w
S =i

(@) =

Nl 1(mFm(Y )+ NGy (Y, ))]

=%fﬂﬁh@%mﬂgmm%m.

o0
Aufgrund des Satzes von Glivenko-Cantelli (Zentralsatz der Statistik) gilt
P
Sl)J(p|Fm(X) —F ()| ——0
P
S‘)J(p|Gn(X) —G(X)| o 0,

und somit ist es plausibel, dass beim Grenziibergang (1a)
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dGn(y)

5 - ﬁjw[ (WFm(5)-+ G ()
P

(1-)) f WAF () + (L— \)G(y)]dG(y),

— 00

und dass dann auch der Erwartungswert von §Y gegen diesen Grenzwert konvergiert:

=1 =Ey(S) —— (1-2) [ WAF(Y)+@-NGWIG(Y) = i(®).

Esist
o0 1
i(0) = (1)) f w[F (y)]dF (y) = (1—)\)fw(t)dt = (1-\)W = limu(0).
0
Nun gilt also beim Grenzilbergang (1a)

= 1) = Ey(§) —— @=2) [ WAF(Y) +A-NGY]AG(y) = ji(v),
po = 1(0) = Eg(Sy) —— (@—N)W = j1(0).
Tl g, EO-HO)
Wir haben noch den Grenziibergang (1b) durchzufiihren, und wir erhalten fir ¢ — 0 offensichtlich

= fu(9)—(0) d _ ~
2 9 99 £ )19:0 £°(0)
Damit gilt beim Grenzibergang (1)

(5) Tzz“_ﬂ“o — . {0).

Nun haben wir noch die Ableitung /i’(0) zu bestimmen. Es gilt

A(9) = -3 [ WAR(Y) +@-NG(H]dG(y)

— 00

= @2 [ WAF()+@-NF(y—)] f(y—) dy

— 00

= @3 [ WF(y+9)+@-NF)] T () o,

und wir erhalten
©) '(0) = Aa=N) [ WAF(Y)+A-NFM)] TP dy = Aa-) [ WFW] () dy.
Unter der Voraussetzung w[F (y)] f (y) — 0 fir y — oo ergibt sich durch partielle Integration

@ #(0) = Aa=N [ WFM] 2 dy = Aa-N) [ wFm)]F () dy,

S -
und daraus ergibt sich mit Hilfe der Substitution F(y)=u
f/[F ()

du.
fIF ()] ’

8 ji'(0) = A@L—N) f w(u) f[F2u)]du = AQ—N) f w(u)

99
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Zusammenfassung:
Falls
f(x)>0 furdle xe IR,

Dichte f und Gewichtsfunktion w differenzierbar,
W[F ()] f (x) — 0 fir x— o0,

so gilt
T, :% A=) I,

wobel
I = fv\/[F(x)]fz(x)dx: —fw[F(x)]f/(x)dx

t/[F )]
f[F W]

1 1
fw’(u)f[F_l(u)]du:fw(u)wf(u)du mit we (u) = —
0 0

A4 Optimale Gewichtsfunktion

Wir wallen hier zeigen, dass die Konstante ¢ bel der asymptotischen Gutefunktion eines linearen
Rangtests maximal wird bei der Gewichtsfunktion wg (vgl. Abschnitt 7.5). Dasich die Konstante ¢
nicht éndert bei einer Lineartransformation der Gewichte, so kdnnen wir annehmen, dass w= 0. Auf-
grund der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt dann fiir jede beliebige Gewichtsfunktion w

EW(u)wf(u)du < /s 02(u)du /s 07 () o 2: [flw% (u)du];
1 - 1 )
[ folwz ) olu]2 j; wA (u) du 0

Fur die Gewichtsfunktion w=w; haben wir

1 1 =" 00
Wf :fo(U)dU:—fHdU:—f f/(X)dX:O,
0 0

C=

— 00

=

1 1
fals f(x)— 0 fir x— +oo. Fur w=wjs gilt c = (fovv%(u)du)z,und damit ist fUr den linearen

Rangtest mit der Gewichtsfunktion w= w; die Konstante c maximal.
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A5 Zum Test von Wilcoxon

Die asymptotische relative Effizienz des Tests von Wilcoxon im Vergleich zum doppelten t-Test ist
gegeben durch

are(W:t) = 120—2(ff2(x)dx)2,

wobei o2 =Var(X;) =Var(Y;) (vgl. Abschnitt 7.6). Wir wollen hier zeigen, dass fir die asymptoti-

sche relative Effizienz gilt: are(W :t) > % = 0.864. Wir haben also die folgende Aufgabe zu l6sen:

Suche eine Dichte f mit
ffz(x)dx: Minimum
unter den Nebenbedingungen
1) f f(x)dx=1  (fsoll eine Dichte sein);

2) fxzf(x)dx:l.

Als Ldsung dieses Problems werden wir eine symmetrische Dichte finden; die zweite Nebenbedin-
gung besagt dann, dass o =1 ist, und somit ist firr diese Dichte are(W:t) minimal.

Notation: Im Folgenden schreiben wir kurz | f anstellevon [ f (x)dx etc.
Wir betrachten den folgenden Ausdruck
()= [f2+2b [x°f —2ba® [f .

Unter den beiden Nebenbedingungen ist (*) =/ f 24 2b(1— a2) . Wir suchen nun zunéchst bei gege-
benem a,b> 0 das Minimum von (*) ohne die Nebenbedingungen. Wir kénnen schreiben

(*):f[f2+2b(x2—a2)f]: f[f2+2b(x2—a2)f}+ f[f2+2b(x2—a2)f .
IX|<a IX>a
Das zweite Integral auf der rechten Seite wird minimal falls f(x) =0 flr |x|2a. Das erste Integral
kann geschrieben werden als

f [f2+2b(x2—a2)f]: f [f +b(x2—a2)]2—b2 f (xz—az)z.

IX<a |X|<a IX<a
Hier ist das zweite Integral auf der rechten Seite unabhangig von f, und der Integrand des ersten Inte-
grals kann nicht negativ werden; dieses Integral wird also minimal, falls der Integrand Uberall gleich
Null ist. Damit haben wir die Dichte gefunden, welche den Ausdruck (*) minimiert:

fur |x>a

0= lb(a2 —x%) fur X <a.
Nun wollen wir noch die Konstanten a, b so wahlen, dass die beiden Nebenbedingungen erfillt sind:

ff(x)dx:l = a%

fxzf(x)dx:l —~ a%h=15

Il
Alw

71
und daraus ergibt sich a=~/5 und b:3\/§/100. Esist also
0 fir [ >+/5
f(¥) =135

ENCIP N N
100 (5—x%) fur |x <+/5.

2
Diese Dichte ist symmetrisch mit =0, 02 =1 und 12(ff2(x)dx) — %8 —0.864.



102 Anhang A5

Bemerkung

Bei den linearen Rangtests im Kapitel 7 haben wir vorausgesetzt, dass die Dichte f Uberall positiv ist,
und dass die Ableitung existiert. Fir die oben gefundene Dichte gilt f (x) =0 fur |x| >a unddie
Ableitung f’(a) existiert nicht. Diese Dichte ist somit unzul&ssig fir die Untersuchungen im K apitel
7. Dajedoch das Minimum unseres Extremalproblems in der Familie der zul&ssigen Dichten nicht
kleiner sein kann alsin der Familie aller Dichten, so ist die Behauptung are(W :t) 2%: 0.864 auch
guiltig, wenn wir uns auf zuléssige Dichten beschrénken.

Maple-Arbeitsblatt asr el wi | . mas zur Berechnung der Konstanten a,b

> #

# Asynptotische relative Effizienz; MnimmbeimTest von WI coxon
#

restart;

#

# M nimum von are(Wt) = 0.864

#

f := x -> piecew se(abs(x)<a, b*(ar2-x"2));
f(x);

#a: =1;

#b: =2;

#pl ot (f(x),x=-3..3);

I nt (x"2*f(x), x=-a..a);

#sinmplify(% assum ng a>0, b>0;
exprl := value(% assuning a>0, b>0;
Int(x*f(x),x=-a..a);

val ue(% assum ng a>0, b>0;
Int(f(x),x=-a..a);

expr2 := value(% assuning a>0, b>0;
eqns : = {exprl=1, expr2=1};

sols : = solve(eqgns);

v := allvalues(%;

v[1];

v[1,1];

assign(v[1]);

a, b;

a,

b;

f(x);

plot (f(x),x=-3..3);
int(x"2*f(x),x=-3..3);
int(f(x)"2,x=-sqrt(5)..sqrt(5));
INT :=int(f(x)"2,x=-3..3);

# asynptotische relative Effizienz are(t: W
12* | NT"2;

eval f (99 ;

VvV VvV

VVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

VVVVVVYVYVYVYV
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A6 Zum Normal-Scores-Test

Die asymptotische relative Effizienz des Normal-Scores-Tests im Vergleich zum doppelten t-Test ist
gegeben durch

are(NS:t) = azcﬁs :
wobei

1 +o00
cns = |t :fw(u)wf (u) du = fvv’[F(x)]fZ(x)dx mit w(u) = & 1(u)

—0
(vgl. Abschnitt 7.6). Wir wollen hier zeigen, dass are(NS:t) >1; dabei gilt das Gleichheitszeichen
nur im Falle der Normalverteilung. Bel jeder anderen Verteilung ist are(NS:t) >1.

Die asymptotische relative Effizienz bleibt invariant bei einer Lineartransformation der Zufallsgofen
X , und daher konnen wir annehmen, dass | x f (x)dx=0 und o2 = [ x?f (x)dx=1. Wir haben
dann zu zeigen, dass cyg >1. Nunist

W)=,
L)

und somit konnen wir schreiben

CNS :T\A/[F(x)]fz(x)dx = T&dx
o 2P0 THF)

f(X) 1

=B _ |~ F 1 '
plo HFOO)|| el M (FO0)/fx0)
Aufgrund der Ungleichung von Jensen (siehe unten) gilt fiir eine positive ZufallsgrofRe V die Unglei-
chung E(1/V) > 1/E(V) , wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn die ZufallsgréRe V mit Wahr-
scheinlichkeit 1 konstant ist. In unserem Fall ist

e|@ HFO0)
o
Die Zufallsgréfie V kann nur positive Werte annehmen, und im Falle der Normalverteilungist f =¢
und F =&, und wir erhalten V =1. In diesem Fall gilt also in der Ungleichung von Jensen das

Gleichheitszeichen, bei jeder anderen Verteilung jedoch das GrofRer-Zeichen. Aufgrund der Unglei-
chung von Jensen gilt also

) 1 :
ons =E(V) > gy dh ons > E[e[o 1 (FOO)]/100)
oder
(F(X)
iSE [ f(X) ] fso[ F(X)}

Durch partielle Integration erhalten wir mit v= x und

u= go[(l)_l(F(x))}

/ gp’[q)—l(F(x))] £(%) B ,
u'= =) =—3 H(F(x)f(x), da¢'(2)=—2¢(2)
o2 (F()
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die Darstellung
f <p[ (F(x) ]dx = 7 wdx = w> - 7 u'v dx
—00 —00

_ Xgo[q)l(F(X))”OO + 7 xd YF(x)) f(x)dx = A+B.

Wir woallen zeigen, dass der Term A verschwindet. Wir kénnen schreiben
X¢[¢—1(F(x))] — F 1) gp(@_l(t)) mit der Substitution F(x) =t

_ Ffl(Q(W))SO(W) mit der Substitution t = ®(w),
und da das Integral

00 1 00
f FY(@(w)) o(w) dw :fF’l(u) du = f xf(X)dx < oo,
0 —00
o gilt fiir den Integranden F_l(cb(w))go(w)—>0 fur w— 200, und damit gilt A= 0. Somit haben
wir
o

i < fgo[ RO ax = [ x@ (FO0) (k.

—0o

Mit Hilfe der Ungle|chung von Cauchy-Schwarz erhalten wir

7 x® HF(x) f (x)dx= 7 xJF () @ H(F(x))[f(x) dx
< T *2 £ (x) dx 7 [(ID_l(F(x))r f (%) dx ’ _ 1
denn o o
7 X2 f (x)dx=1
7[@1(F(x))r £ (x) dx :Jl"[cpl(u)rdu - 7 x2p(X) dx =1.
—00 0 —00

In der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (/ uvdx)? < [ u?dx [v?dx gilt das Gleichheitszeichen nur,
falls die beiden Funktionen u und v identisch sind (bis auf eine Nullmenge). In unserem Falle gilt dies
nur, falls F =&, d.h. im Falle der Normalverteilung. Somit gilt: Fir die Normalverteilung F =&
gilt cyg =1; fur jede andere Verteilung gilt cyg > 1, und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Hilfssatz (Unglei chung von Jensen)

X sei eine reelle Zufallsgrofze mit = E(X), und h(x) sei eine konvexe Funktion. Dann gilt die Un-
gleichung E(h(X))>h(E(X)).

Bewels:

Die Tangente an die Funktion h(x) im Punkte [, h(x:)] besitze die Gleichung t(x) = a+ bx. Dadie
Funktion h konvex ist, so gilt h(x) >t(x) fur jedesx, und damit h(X) >t(X) =a+ bX . Darausfolgt:
E(h(X))>a+bE(X)=a-+bu=h(u) =h(E(X)), was zu beweisen war. Da h(x) =1/x konvex ist
fur x>0, so gilt fir jede positive Zufallsgrofe X die Ungleichung E(1/X)>1/E(X). Da h(x) strikt
konvex ist, so gilt das Gleichheitszeichen nur, falls X = const .
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A7 Zur Gleichverteilung

Uy,...,Uy selen unabhéngige Zufallsgréfien je mit einer Gleichverteilung U (0,1) und Ug,---Yn)
die zugehdrigen Ordnungsstatistiken. Dann gilt
[ .
E(Ujy|=——, 1=1...,N
( (')) N+1 L
(vgl. Abschnitt 7.7).
Bewels:
Essel ue(0,1) und
RW=P{Ug<u} ud N=#{ju;<u}l.
Danngilt N, ~ Bi(N,u) und
N _ .
R =P{Ug <u}=P{N, =i} =>p() mit p())=(")ul -,

j=i
Nun gilt

2p() = (M) 1w a0 - v fud a2

:Nl('}l__ll)ujl(l—u)Nj —(Nj—l)ui(l—u)N*J*1 fr j=1...,N—1
d _ o N-1
U P(N)=Nu" .
Damit folgt
o d _Nd Y 1)V AT I VI N! i—1pq N—i
10 =g RE=2g P =N({ i - = il

j=i
__ PIN+D) - N = I'@+h) a1
FAOI(N—i+12 I'(@r'(b)
Diesist die Dichte einer Betaverteilung Be(a,b) mit den Parametern a=i und b=N —i +1. Der

Erwartungswert dieser Verteilung betragt
1

a i o
E(U(i)):fufi(u)du:m:N—H fir i=1...,N.
0

@-u)®? mit a=i,b=N—i-+1.
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A8 Zur stochastischen Ordnung

Wir wollen hier zeigen, dass die stochastische Ordnung nach Typ | die Ordnung nach Typ Il impli-
ziert, d.h. dass

XLy = x Ly
(vgl. Abschnitt 8.1).

a) Beweisimstetigen Fall
Xund Y seien unabhangige ZufallsgréRen mit den stetigen Verteilungsfunktionen F und G. Dann gilt
P{X=Y}=0;

P{X <Y}:fF(x)dG(x);
P{X >Y}:fG(x)dF(x);
P{X <Y}+P{X >Y}:fF(x)dG(x)JrfG(x)dF(x):l.
Falls beide Zufallsgréfzen X und Y die gleiche Verteilungsfunktion F besitzen, so gilt
P{X <Y}=P{X>Y}=1, undsomitistdann [F(x)dF()=1.
Nunsei X < Y,dh F(X)>G(x)V¥x und F # G.Danngilt
P{X <Y}:fF(x)dG(x) > fG(x)dG(x) -
P{X >Y}:fG(x)dF(x) < fF(x)dF(x) -
Da F £ G, soistinden vorstehenden Unglei chungen das Gleichheitszei chen nicht mdglich (vgl.

Hilfssatz); somit ist
P{X<Y} > 1, dh P{X<Y}>P{X>Y},

NlE Nl

und damit ist X i Y , was zu beweisen war.

Hilfssatz:
F und G seien zwei stetige Verteilungsfunktionen mit F(x) > G(x) Yx und mit F £ G . Dann gilt

(1) fF(x)dG(x)>% d.h. fG(x)dF(x)<%.

Beweis:
Da [ F(X)dF () =/ G(x)dG(x) =1, soist (1) &quivalent zu

) f[F(x)—G(x)]dG(x) - f[F(x)—G(x)]dF(x) >0;
dadie beiden Verteilungsfunktion F und G stetig sind, und da F £ G, so existiert ein Intervall [a,b]
mit F(x) —G(x) > 0flr xe[a,b]; eskann nun nicht gleichzeitig F(b) — F(a) = G(b) — G(a) =0
sein; somit gilt

b b

f[F(x)—G(x)]dG(x) >0 oder f[F(x)—G(x)]dF(x) ~0.

a a
Darausfolgt (2) und schliefdlich (1), was zu beweisen war.
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b) Beweisimdiskreten Fall
Xund Y seien unabhangige ZufallsgréRen mit den moglichen Werten 1, 2,...,r und mit

P{X=j}=p; und P{Y=j}=q;.

Dann gilt
P{X:Y}:Zr:quj;
P{X<Y}= E(l% ok G )+ Po(dg e G )+ Proate = ) Pl
P{X>Y}=> pgq;. -

i>]
Offensichtlich ist
r
P{X <Y}+P{X>Y}+P{X=Y}=1 undsomitgilt > pq;=L1.
i,j=1
Falls beide ZufallsgroRen X und Y die gleiche Verteilungsfunktion F besitzen, so gilt p, = g; fur
i=1,...,r,undwir haben

P{X<Y}=P{X>Y}=> ppj.
i<j
Nunsei X < Y,dh F(j)>G(j) fur j=1....,r und F % G.Danngilt
P{X<j}>P{Yy<j} fur j=1...r (nichtalegleich)

;‘ZP{X<J}(P{X j}+P{y=i}) > ZP{Y<J}(P{X—J}+P{Y—J})
= Zp.pﬁZp.q, > Zq.pﬁZq.qJ (*)

i<j i<j i<j i<j
Analog haben wir
P{X<j}>P{Y<j} fur j=1...r (nichtalegleich)

= iP{X<j}(P{X:j}+P{Y:j}) > iP{Y<j}(P{X:j}+P{Y:j})
j=1 j=1
= > ompj+Y_maj > > Gpj+y gaj (+*)

i<j i<j i<j i<j
Wenn wir nun die beiden Ungleichungen (*) und (**) addieren und dabei beriicksichtigen, dass

r
doppj Y ppj =), ppj=1
i<j i<j ij=1
(das Analoge gilt, wenn wir p durch q ersetzen), so erhalten wir
dopai+Y pa; > > 6P+ 6P
i<j i<j i<j i<j
d.h.
Zqu,+qu. > ZZQ.p,+qu.
i<j i<j
d.h.
2P{X <Y}+P{X=Y} > 2P{X>Y}+P{X=Y};

daraus ergibt sich P{X <Y} > P{X >Y}, und damitist X L v, was zu beweisen war.
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c) Beweisimallgemeinen Fall

Esseien F und G zwei beliebige V erteilungsfunktionen. Dann gilt
P{X <Y}:fF(x—0)dG(x);

P{X gY}:fF(x+0)dG(x);
P{X =Y}=P{X <Y}~ P{X <Y} = [[F(x+0)~ F(x~0)]dG(x);
P{X >Y}:fG(x—O)dF(x).

Falls beide Zufallsgréfzen X und Y die gleiche Verteilungsfunktion F besitzen, so gilt F =G, und wir
haben

[Fx=0dF (9 =P{X <Y}=P{x >V}
@ [Fx+0dF()=P{X <Y}=P{X=Y}+P{X>Y}
fF(x—O)dF(x)+fF(x+0)dF(x):P{X <Y}+P{X=Y}+P{X>Y}=1

Nunsei X < Y,dh F(x)>G(x) Vx und F % G.Danngilt mit H(x) = F(x) + G(x)
F(x+0)>G(x+0) Vx und F £ G
N fF(x+0)dH(x) > fG(x+O)dH(x)

- fF(x+0)dF(x)+fF(x+O)dG(x) > fG(erO)dF(x)+fG(x+O)dG(x) *)

Analog haben wir
F(x—0)>G(x—0) Vx und F # G

= fF(x—O)dH(x) > fG(x—O)dH(x)
N fF(x—O)dF(x)+fF(x—0)dG(x) > fG(x—0)dF(x)+fG(x—0)dG(x) (+%)

Wenn wir nun die beiden Ungleichungen (*) und (**) addieren und dabei beriicksichtigen, dass ge-
méai (3)

fF(x—O)dF(x)+fF(x+0)dF(x):1
(das Analoge gilt, wenn wir F durch G ersetzen), so erhalten wir
fF(X+O)dG(x)+fF(x—O)dG(x) > fG(x+O)dF(x)+fG(x—O)dF(x)

d.h.
2P{X <Y}+P{X=Y} > 2P{X>Y}+P{X=Y};

daraus ergibt sich P{X <Y} > P{X >Y}, und damitist X L v, was zu beweisen war.
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A9 Zum Test von Wilcoxon-Mann-Whitney

Wir wollen hier zeigen, dass zwischen den Testgrof3en

n
S = Zrang(Yj) (mit Mittelbildung bel Bindungen)
j=1
und
U=N;+3No,
wobei

N+:#“Hﬂﬁ<ﬁ}

Noz#kLMXf:ﬂ}

N_ = #{, )X >},
der Zusammenhang

S, =U+ n(n+1)
besteht (vgl. Abschnitt 8.3).

Bewels:
Esseien X,....Xp Y1.---» Yp die Redlisationenvon Xy,..., X\, Yq,..., Y, - Weiter seien
W < W, <--- < W dieverschiedenen Werte in der Gesamtstichprobe X, ....Xmy, ¥1,---, Yy und

m; :#{i‘xi :wj}: Anzahl der x-Werte mit x; = w;;

n; :#{i‘yi :wj}: Anzahl der y-Werte mit y; =Wj.
Dann gilt
m; €{0,1....m} und m+--+m =m
nje{0,L...,n} und m+--+n=n.
Wir setzen b; =m; +n; far j=1...,k; esgiltdann b +---+ b =m+n, und der Vektor
b= (by,...,b) definiert die Bindungskonfiguration unserer Gesamtstichprobe Xy, ....Xm, Y1,---» ¥n -
Nunist

k
No = #{(, 1)[x = yj } = mim + mony + -+ men = > myn;

j=1
N, = #{(DD[x < yj = oMy 4 ng (M 1)+ g (my - mg) = > omny
i<j
und somit ist
k
U=N;+1Ng=) mnj +3> mn;.
i<j j=1

Nun wollen wir mit Hilfe der Haufigkeiten (m,ny), i =1,...,k, auch die Testgrof3e S, berechnen mit

Mittelbildung bei Bindungen. Zunéchst haben wir die gemittelten Rangzahlen zu bestimmen; die
nachfolgende Tabelle zeigt, dass

bj+1 ]
rang(Wj):Bj_lJrT, wobei B; =by +--+by .
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Daraus ergibt sich

n
Sy =) rang(y;) = myrang(w;) + nprang(wy) + -+ + ny rang(wi)
i=1

n; rang(w;) = Zn J 1+22n (b +1).

=1 j=1

i Mx

Nun ist

Zn j 1—Zn (b +---+bj_q)= an Zn (m+n)= Zmn +Zn| i

|<J I<J i<j i<j

2
an (o +1)=Z”j (m; +n; +1):ijnj +Z”J +n,
j=1 =1 =1 =1

und damit erhalten wir

Sy = Zn Bj 1+22n (bj +D=> " mnj +) nnj +3

i<j i<j

2) nn; +Z”J2
i<j j=1
=U 2

K
Z J J+Zn +n

=1

k
=S ) mn 40 = U+ nin,

i<j

was zu zeigen war.

Tabelle zur Berechnung der durchschnittlichen Rangzahlen

w | by =m +ny Stichprobenwerte besitzen den Wert w ;
Rangzahlen 1, 2,...,by fallen auf den Wert w;
1+24+b  b+1

rang(w) = o ==

W, | b, =m, 4 n, Stichprobenwerte besitzen den Wert w;
Rangzahlen by +1, by + 2,...,b + b, fallen auf den Wert w,;
b +D+B+2)+-+bB+by) o b+l
b, =b + >

rang(w,) =

b; = m; + n; Stichprobenwerte besitzen den Wert w; ;

b, ST
J

rang(wj ) =

Rangzahlen Bj_; +1,Bj_1 +2,...,Bj_; +b; falenauf den Wert w; mit B; =b; +---

_l’_

bj;

W, | b =m + ne Stichprobenwerte besitzen den Wert wj ;

Rangzahlen B, 3 +1, By ;1 +2,...,B_1 + by fallen auf den Wert wy ;

(Beg +)+(Bxg+2)+---+(Beg +hy) b +1
by =Bt

rang(w) =
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A10 Zur asymptotischen Gltefunktion beim linearen Rangtest
zum Einstichprobenproblem

Wir wollen hier den Grenzwert von
1t — fig
T, =
27y

bestimmen fur
n — oq,

@ §=uv/n fest [:»19:%%0]

(vgl. Abschnitt 9.5). Wir bestimmen diesen Grenzwert in zwei Schritten:
(18 n— oo, ¥ fedt;
(1b) 9 =-2 0 bei festem s .

Jn

Esgilt

(2 p=p@)=Ey(L,)=Ey ZV W(n—i—l)

i=1
Wir wissen bereits, dass beim Grenziibergang (1a) gilt

(3 no=n(0)=Eo(L,) — % [w(u)du = w.
0

Nun haben wir den Grenzwert von p = u(9) unter der Alternative 9 > 0 beim Grenziibergang (1a)

ZU bestimmen. Es seien
Xq,.-w X,y unabhangige Zufallsgréfien je mit der Verteilungsfunktion G(x) = F(x—14);
X Xn die zugehorigen Realisationen;

G, (x) = empirische Verteilungsfunktion zu x,..., X, = %x#{ |xI < x}
H(x)= Verteilungsfunktion zu |X;|
= P{|X{| < x} = P{-x< X; <x} =G(x) —~ G(~X), x>0
Hn(X)= empirische Verteilungsfunktion zu || ,....|x,| = —x#{ 4] < x}
Dann gilt fir X; >0

NHn (%) :#{i“xi|§ xj}:rj =rang(|x;]).
Somit ist

1 i . .
)2 ) -l
= +

L3 i

7 [—H (X)} dG,(x) denn dG (x)—— fiir x=x .
0
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Dadies fir beliebige Stichprobenwerte gilt, so haben wir die Darstellung
0
— n
= {W[n_ﬂ_ Hn(X)] dGn(X) y

wobel

G (X) = empirische Verteilungsfunktion zu X,..., X, = 1><#{i|xi <x}
n

Hp(X) = empirische Verteilungsfunktion zu | Xy|,...,|Xp| = 1><#{i HXi|§ x}.
n
Aufgrund des Satzes von Glivenko-Cantelli (Zentralsatz der Statistik) gilt fir n — oo
P
Sp|Gn(x) —G()| —— O
P
sup|Hp () —H ()| —— 0,
und somit ist es plausibel, dassfir n— oo
o0 oo
_ n =
L - { W[n_+1 Hn(x)} 4G, (%) —— { W[ H(X)] dG(x)
und dass dann auch der Erwartungswert von E+ gegen diesen Grenzwert konvergiert:
o0 oo
p=p)=Ey(L.) — [wHMX]dG0) = [W[G(x)~G(~x)]dG(Xx) = ji().
0 0
Esist
/i(0) = fw F()— F(—x)) dF () = fw 2F () —1) dF (x) = fw u)du=w= lim 4(0),

n—oo

und somit haben wir beim Grenziibergang (1a) und (1b)

Tzzu(ﬁ);u(o) — /1(19);/1(0) . 0).

Damit haben wir den gesuchten Grenzwert gefunden. Wir wollen jetzt diesen Grenzwert ausfihrlicher
darstellen. Es gilt

i) = f W[G(X) — G(~X)] dG(X)

W[F (x— 1) — F (—x— )] f (x—19) dx

Il
g 0%8

f W[F () — F(—x—20)] f () dx (Substitution: x—19 — x),

-9
und wir erhalten

fi'(0)=

- va\/[F(x)— F(—)] 120 dx + w(0)f (0)
0

om 9—0

:vav’[ZF(x)—l] £2(x) dx + w(0)f (0).
0
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Zusammenfassung:
Falls
f(x)>0 furadle xe IR,
Dichte f und Gewichtsfunktion w differenzierbar,

W[2F (x) —1] f (x) — O fir x— oo,

so gilt
T = —— (),
wobei
i'(0) = vav’[ZF(x)—l]fz(x) dx + w(0)f (0) = —fw[ZF(x)—l]f’(x) dx
0 0
1 U+l 1
:fwwﬂp%j;wm+mmum:%fmmwwmu
0 0
wobel
f%lpﬂﬂ
W ()= — 2
s
2

All Optimale Gewichtsfunktion beim Einstichprobenproblem

Wir woallen hier zeigen, dass die Konstante ¢ bel der asymptotischen Guitefunktion eines linearen
Rangtests beim Einstichprobenproblem maximal wird bei der Gewichtsfunktion w; (vgl. Abschnitt
9.5). Aufgrund der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt fur jede beliebige Gewichtsfunktion w

EW(u)wf(u)du < /s 02(u)du A 07 () o 2: [flw% (u)du];
1 - 1 )
[ folwz ) olu]2 j; wA (u) du 0

Fur die Gewichtsfunktion w=w; haben wir

c= (j;lw%(u)du)%,

und damit ist fir den linearen Rangtest mit der Gewichtsfunktion w=w; die Konstante c maximal.

C=
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