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Leo Knuisel, Universitat M tinchen

1. Poissonverteilung: Zwei-Stichprobenproblem

Problemstellung

Xleo()\l)

X2 ~Po(Xy)

X1, Xo unabhangig

M, A» unbekannt

1a) Hgp: M <X, gegen Hi M\ >X
1b) Hp: M > gegen Hpy M <o
1c) Hgp: M =X, gegen Hyii =X
ki, ko Redlisationenvon Xy, X,

Entscheide aufgrund der Realisationen (kq, k), ob Hq oder Hy vorliegt.

Losung zum Testproblem

Grundidee des Tests:
Xq|X=k ~ Bi(k,”) wobei X =X;+ Xp, k=k +ky und 9=>/(\+X)
N<h & 9<

1
)\1>>\2 = 19>§

Testvorschrift zu vorgegebenem Signifikanzniveau a:
Berechne k=Kk; +k;
Bestimme rechte und linke kritische a-Schranken zu Bi (k%) :

(ke o) 0: P{Bi(kd) >k | +5 PBi(k 1) =k } =a
(ke,6,) so: P{Bi(k,%)<ké}—|—6g P{Bi(k,%):kﬁ}:a.
Aus Symmetriegrinden gilt: k, + k. =k und 6, =6, .

Testfunktion zum Testproblem 1a):
1 fals k >k,
7 (ke ko) =16 fdls k =k,
0 fals ky <k;
Fir ky=ky =k=0: 7(k,kp)=cx.

Analog fur die Probleme 1b) und 1c).



p-Werte (fir nichtrandomisierte Testversion):
rechter p-Wert: P = P(Bi (k%) > k1>

linker p-Wert: Py = P(Bi (k%) < k1> .

Gutefunktion des Tests

B(M, o) = o) {Test verwirft Hy }

= I(Z%P(AMZ) {X=k} Rovo) {Test verwirft Ho | X =k}
Nun gilt:
X=X+ Xy~Po(A) mit A=X+X
Fwin) {Test verwirft Hg | X=k} = Giitefunktion des bedingten Tests gegeben k = kg + ky
= Bk () (nur abhangig von k und ¥=X /(N + A2)).

Daher kann die Gitefunktion des globalen Tests geschrieben werden als

B0wda) = S Py (XK} i (0).
k=0

Zur Optimalitat des Tests bei den einseitigen Fragestellungen 1a) und 1b)
1) Der Testist optima (UMP-a-Test, uniformly most powerful) auf jeder Schicht
Sc={(kp.ko)| ks +kp =k}

2) Der Testist ahnlich auf der Grenze (similar on the boundary):
ﬂ()\l,)\2> =q fdls )\1 = )\2 .

3) Der Testist unverfascht (unbiased):
B(M.A2)<a falsHg wahr;
B(M.Ap)>a falsHy wahr.

4) Der Test besitzt die grotmdgliche Macht unter allen unverfélschten Tests
(UMPU-a-Test, uniformly most powerful unbiased).

Verallgemeinerung

X1~ Po())

Xo ~ Po(X)

X1, X5 unabhangig

M, A» unbekannt

1la) Hg: M <chy, gegen Hjp: M\ >chy (Konstantec bekannt)

1b) Hg: M >chy gegen Hjp: M\ <chy (Konstante c bekannt)

1c) Hg: M =cXy, gegen Hi: M\ =c), (Konstante c bekannt)

ki, ko Redlisationenvon Xy, X,

Entscheide aufgrund der Realisationen (kq, k), ob Hq oder Hy vorliegt.



Grundidee des Tests:
X1|X:k ~ Bl(k,’l?) wobei X:X1+X2,k: k1+k2 und 19:/\1/(/\1+)\2)

NSO & i< (gegeben)

c
M>Ch & I>05=——
1 2 0 1tc

Testvorschrift zu vorgegebenem Signifikanzniveau a:

Berechne k=K +k;
c

Bestimme rechte und linke kritische a-Schranken zu Bi(k,Jp) mit o= e :
C

weiter wie im symmetrischen Fall c=1 d.h. J5=3.

p-Werte (fir nichtrandomisierte Testversion):
. . c
rechter p-Wert: =P(Bi(k,99)>k;) mit 95=——
p Pr ( ( 0) > 1) 071 ¢
. . . c
linker p-Wert: =P(Bi(k,95) <k;) mit J5=—.
P Pe ( (ko) < 1) 0= 10 ¢



2. Poissonverteilung: Prognoseproblem

Problemstellung

X1~ Po())

X ~ Po())

X1, Xo unabhangig

A unbekannt

k; Realisationvon X; (k; bekannt)

ko Realisation von X, (k, noch nicht bekannt)

Bestimme aufgrund der Realisation k; Prognosegrenzen fur X, mit einem vorgegebenen Si-
cherheitsgrad.

Losung zum Prognoseproblem (duale Form des Zwei-Stichprobenproblems)
Grundidee: Wir betrachten das zweiseitigen Testproblem

HO: A]_: )\2 gegen Hl: AliAZ

A = {(k.kp)| Testkann Hy nicht verwerfen}

= Annahmebereich des Tests zum Signifikanzniveau 2«
(mit symmetrischer Aufteilung von «).

Linke und rechte Prognosegrenzen:
ki (ky, )= kleinster Wert von ky mit ky € A

k" (ky,a )= grofter Wert von k, mitk, €A

Dann gilt:
PKE (Xp.0) < X} >1-0 fir beliebiges A > 0;
P Xz <k (Xp.0)}>1-0a fir beliebiges A > 0;

P, {kf(xl,a)g Xy < kF(xl,a)}zl— 20 fir beliebiges \> 0.

Beispiel

k; =100 Linke und rechte p-Werte:

1- 20 =0.99 k PIY<k] [ P[Y>k]
a=0.005 165 0.00396 < o

Y = Xy|X=k ~ Bi(k.3) wobe X =X+ X, k=166 . 0.00511> o

Kk = 240 | 0.00583> o

P
kg =k—k =166-100=66 241 | 0.00492<

kP =k — kg = 240—100=140

Mit einem Sicherheitsgrad von 99% gilt:
66 < X, <140.



Verallgemeinerung

X1 ~ Po(c))

X5~ Po())

X1, Xo unabhangig

A unbekannt, ¢ bekannt

k; Realisation von X; (bekannt)

ko Realisation von X, (noch nicht bekannt)

Bestimme aufgrund der Realisation k; Prognosegrenzen fur X, mit einem vorgegebenen Si-

cherheitsgrad.

Weiter analog zum symmetrischen Fall mit c=1.

Beispidl:

c=2

ky = 200

1—2a=0.99

o= 0.005

Y = Xq|X=k ~ Bi(k,dp) mit ¥g=c/(1+c)=2
wobei X = Xq + Xy

ki =k —k; =270—200=70

kP =k— kg =334—200=134

Mit einem Sicherheitsgrad von 99% gilt:
70< X, <134.

Naherungsformeln

Fir c=1 gilt:

2
Z
kcp(kl,a) =~ kl_zl—a 2k1+ ]Ea

2
Z
krP(kl,a> ~ k1+21_a 2k1+ ]Ea

Fur beliebiges ¢ > 0 gilt:
1
kCP(kl,Oé) I~ E[kl_zl—a"(l+c)kl}
1
krP(kl,a) =~ E[kl_'—zl—a"(l—}_c)kl}

Linke und rechte p-Werte:

k

P{Y <k}

P{Y >k}

269
k=270

k=334
335

0.00552 >
0.00449 < o

0.00393<
0.00520>
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3. Binomialverteilung: Zweistichprobenproblem und Prognoseproblem

Problemstellung

Xy ~ Bi(my, )

X ~ Bi(np,v5,)

X1, X5 unabhangig

ny, Ny bekannt, ¢, ¢, unbekannt

1la) Hg: vy <9, gegen Hy: >0,
1b) Hg:y>9, gegen Hqidy <,
1c) Hp:vp=v, gegen Hy =1,
ki, ko Redlisationenvon Xy, X,

Entscheide aufgrund der Realisationen (kg k), ob Hq oder Hy vorliegt.

Losung zum Testproblem
Grundidee des Tests:

M M
P{X1:k1|X:k} = C[kl][k_kl] ,Okl

0 (1-0,) k [nl][ Ny ] -
wobel p=——</  ynd c= } 1!
0, (=) 12_% i k=)

Die Verteilung von X1| X =k heif}t verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung und
wird mit H (n, nl,k,p) bezeichnet. Falls p =1, so handelt es sich dabei um die gewdhnliche
hypergeometrische Verteilung H(n,ny, k). Esgilt:

<P, & p<l1

’191 > 192 = p> 1

Testvorschrift zu vorgegebenem Signifikanzniveau a (exakter Vier-Felder-Test von Fisher):
Daten in Form einer Vier-Felder-Tafel. Vier-Felder-Tafel

Berechne k=K +ks. X IJ<; nl:kl my
X2 k2 n2—k2 n

N

Bestimme rechte und linke kritische a-Schranken zu H(n,ny,k): AL X
n —_

(k.6 ) s0: P{H(n,my,k) >k } +6, P{H(n,m, k) =k }=a
(ke,6,) s0: P{H(n,my, k) <k }+6, P{H(n,m,k) =k }=a.

Testfunktion zum Testproblem 1a):
1 fals ky > k;
T(kl,kz) = 6,« fals kl = kr
0 falls kg <k;

Far k]_: k2 =k=0: T(kl,kz)EOé.
Analog fur die Probleme 1b) und 1c).




p-Werte (fir nichtrandomisierte Testversion):
rechter p-Wert:  p, = P(H (n,ny, k) > kl)

linker p-Wert: pe =P(H(n,ng, k) <ky).

3. Naherungsverfahren

Vier-Felder-Tafel in nebenstehender Notation: Vier-Felder-Tafel
Berechne die sogenannte Vier-Felder-Testgrole: + -
ad —be X;]la ble
Jefgh X g h

Testvorschrift zum Testproblem 1a):

Verwirf Hg, falsT > z_,

(approximativer Test zum Signifikanzniveau «).

4. Zur Optimalitat des Tests bei den einseitigen Fragestellungen 1a) und 1b)

1)

2)

3)

4)

Der Test ist optimal (UMP- o -Test, uniformly most powerful) auf jeder Schicht
Sc={(kn.ko)| ks + kp =k}
Der Test ist dhnlich auf der Grenze (similar on the boundary):
ﬁ(?ﬁl,ﬁz)Ea fals 191:192 .
Der Test ist unverfélscht (unbiased):
B(v,95)<a fdls Hg wahr;
B(v,95)>a fals Hy wahr.

Der Test besitzt die grofitmogliche Macht unter allen unverfélschten Tests
(UMPU-« -Test, uniformly most powerful unbiased).

5. Prognoseproblem
Xy ~ Bi(m,?)
X ~ Bi(ny, )
X1, X5 unabhangig
ny, Ny bekannt, ¢ unbekannt

k; Realisation von X; (k; bekannt)

ko, Realisation von X, (k, noch nicht bekannt)

Bestimme aufgrund der Realisation k; Prognosegrenzen fur X, mit einem vorgegebenen Si-
cherheitsgrad.

Weiter wie bei der Poissonverteilung.



7.

Beispiel:
n, = 60 . .
Vier-Felder-Tafel: Linke und rechte p-Werte
Mz =100 T - K [ PIV<k! | PIYSK]
ky =10 X1 110 50| 60 : :
1—2a =099 Xp ko . 1100 13 0.00320< o
X K __. [160 ‘
o =0.005 k=14 : 0.00779> a
Y = Xg|X=k ~ H(n,n,k) wobei X =X;+ X, k=46 | 0.00648>
47 0.00454 < o
kP =k—lqg=14-10=4 : :

kP =k—lk =46—10=36
Mit einem Sicherheitsgrad von 99% gilt: 4 < X, <36.

Naherungsformeln fur die Prognosegrenzen
Bei gegebenem ny, ny, ky und o gilt:

ki ~ n_ri[kl_zl—a\/nlpl(l_ p.L)”/nZ}

n
ki ~ Ez[kl“'zl—a\/nlpl(l_ p.L)”/nZ}
wobel N=rmy +ny und py=ky/my .

Vertrauensgrenzen fir den Parameter p (= Odds Ratio)
Xy~ Bi(nm, )

X ~ Bi(ny,5)

X1, Xo unabhangig

n, Ny bekannt, 2, %, unbekannt

Xq|X=k ~ H(n,n,k,p)

p= M (= Odds Ratio, natlrlicher Parameter)
o (1—1y)

Linke Vertrauensgrenze fr o
pe = pe (ke ko g, ) P{H(nn.k.pr) >k} =
pr = pr (K. ko, M, g, 1)) P{H(n,nl,k,,or)gkl}:a.

Verallgemeinerung
Die Verallgemeinerung des Zwei-Stichprobenproblems bei der Binomial verteilung und des zu-
gehorigen Prognoseproblems auf den Fall

. . . (1=, ,
a Hp:p<pp gegen Hy:p>pg wobel p=——"== OddsRatio
U (1)

erfolgt wie bei der Poissonverteilung im Fall ¢c=1. Ebenso Fall b) und c).




4. Binomialverteilung:
Asymptotische Gutefunktion zum Vier-Felder-Test

1. Testproblem
X1~ Bi (nl,qﬂl)
X5 ~ Bi(ny,0,)
X1, Xo unabhangig
., Ny bekannt, ¢, ¢, unbekannt

HO: 191§192 gegen Hl: 191>192
ki, ko Redlisationenvon Xy, X,

Entscheide aufgrund der Realisationen (kq, k), ob Hq oder Hy vorliegt.

2. Ldsung zum Testproblem
Falls ) =1, , sogilt: Xy|X=k ~ H(n,n,k).

Testvorschrift zu vorgegebenem Signifikanzniveau a (exakter Vier-Felder-Test von Fisher):

Daten in Form einer Vier-Felder-Tafel. Vier-Felder-Tafel:
Berechne k=k; +ks. + _
Bestimme die rechte kritische a-Schranken zu H(n,ny,k): AE

(kr,6¢ ) sor P{H(n,m, k) >k }+6 P{H(nm,K)=k }=a | Xa|ka Mp—kp My
Xk n=k |n

Verwirf Hg, falls k; > k; .

Dawir unsim Folgenden nur fir die asymptotische Gltefunktion interessieren, so kdnnen wir
uns auf den nicht-randomisierten Test beschrénken.

3. Asymptotische Gutefunktion im Spezialfall ny =n,
Die Gitefunktion des Vier-Felder-Tests ist gegeben durch
B(9,0,) = P oy.0) {Test verwirft Hy} .
Wir wollen nun die Stichprobenumfange ny,n, gegen oo streben lassen und den Grenzwert der

Giitefunktion bestimmen. Esist sehr plausibel (und es wird sich herausstellen), dass der Vier-
Felder-Test konsistent ist, d.h. dass

1 fdls 191>’L?2

« fdls 191:192
0 fals 0 <,

ﬁ(01’792> N ,Np—00
Mit dieser Beziehung ist die Gutefunktion fur grofie Werte von ny,n, schlecht approximierbar,
da die Grenzfunktion eine ausgeartete Giitefunktion ist. Um eine nicht-ausgeartete Grenzfunktion
zu finden, haben wir flr wachsendes ny,n, die"Auflésung” zu verfeinern.
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Wir nehmen jetzt an, dal3 iy =n, =m; dannist n=m +ny, =2m. + —

Falls ) =1, , sogilt: X;|X=k ~ H(n,m,k). Wir setzen X1 [k m—k | m
d =1 — ¥, und habendann Hy: d <0 gegen H;:d>0.Dader Xo |k, m—ky | m
Test konsistent ist, so konvergiert die Giitefunktion fiir jedes d > 0 X |k n-k|n

gegen 1. Nun wollen wir die Auflésung in d verfeinern und fihren
anstelle von 9, und ), die beiden Parameter
9 =23(+1,) und 6=n(v—5)
ein. Unser Testproblem kann nun geschrieben werden als Hy: 6 <0 gegen Hq: 6 >0, undes
gilt
191:5+L und ’l92:1§—L

2J/n 2/n
Wir wollen bei festem o, 9 und § den Grenzwert der Giitefunktion fiir n — oo bestimmen. Bei
festem ¢ wird also der Abstand ¥ — v, = 6/\/5 immer kleiner, d.h. die "Auflosung" bei der
Gutefunktion wird immer feiner. Wir schreiben jetzt die Gltefunktion a's Funktion von 6 :
Bn(8)= P, {Test verwirft Hy}, wobel ® = (n,,?,9),
und in dieser Form konvergiert die Gitefunktion fir n — oo gegen eine nicht-ausgeartete Grenz-
funktion, die wir bestimmen wollen. Es gilt die Darstellung

n
(1) 8n(6)=Py, {Testverwirft Ho} = > " P, {X =k} P, {Test verwirft Ho|X =k},
k=0
= ﬁn\k (6)
wobei = /Bn‘k (6) die Giitefunktion des bedingten Tests gegeben X =k bezeichnet. Offensicht-
lich gilt

X _1%X1+Xp

(@ —=3772
und somit ist fiir groRRes n der Quotient k/n mit groRer Wahrscheinlichkeit in der Nahe von ¥ .
Nun gilt

3 +0)=7

Boji (8) = Po {Test verwirft Ho X =k} = By {X1 > k [X =k},

und wir stehen vor dem Problem, den Grenzwert dieser bedingten Wahrscheinlichkeit zu be-
stimmen. Dabei ist die bedingte Verteilung von X; gegeben X =k eine verallgemeinerte hy-
pergeometrische Verteilung, falls ¢ = 0. Eine einfache Idee hilft, das Problem zu |6sen. Es gilt

Bopic (0) = Po{ X1 >k [X =k} =Py {2X; > 2k [ X+ Xp =k} =
=Py {X;— Xo> 2k —k|X + Xp =k}

Wenn es uns gelingt zu zeigen, dass die beiden Zufallsgrofden X; + X, und X; — X, stocha-
stisch unabhéngig sind, so gilt
®) Bk (6)= Po{ X — X2 > 2k —K|Xq+ Xp =k} =Py { X1 — X5 > 2k —k},

und damit ist unser Problem wesentlich vereinfacht.



Zur Unabhangigkeit von X;+ X, und X;- X,
Essal

Z;,Z, unabhangigjemit N(0,1);
U=Z14+2Z,;V=2,-2,.

Dann gilt

U,V unkorreliert und somit stochastisch unabhangig ..

& &

b) Esse
X1~ N(ul,az); X5 ~ N(uz,az); X1, X5 unabhéngig;
U= X;+ X5, V=X — Xs.
Dann gilt
E(U)E(V)=(m+p2)(m—p2) = 1f — 115
E(UV)=E(XE— X3)= (02 + )~ (02 + ) = uf — 113
= Cov(U,V)=E(UV)-E(U)E(V)=0,
d.h. U,V unkorrdiert und somit stochastisch unabhéngig .

¢) Esse
X1 ~Bi(m, 191) Xp ~ Bi(m,ds,); Xl, X5 unabhangig;

CXg-md Xo—md
T a0 2 Jma-0)

Dannsind Y; und Y, stochastisch unabhangig, und es gilt

E(Y) = m<191_5> _ Jm 6 5 _
VT fmoa—g)  Jua—9) 2 202 oa-0)
m(192 —5) B \/ﬁ 5 S

E(Yy) = — = - i — e
(Y2) Joa—o) Joa-9) 2Jn 2J2,/0(1-0) "2

moy(1—-vy) 9y (1-1y)

Var (V) = m(9) ~ 9(-7) 1 denn ¥ — 9 fir m— oc;
Var (Y,) = mﬁ;g:gz)) = 1958::;2)) ——— 1 denn ¥y — 0 flr m— oo;
@ \@LN(M,l) fur m— oc;
YZLN(MZ,l) fir m— oc.
Nun sei

U :Y1+Y2, V:Yl_YZ'
Dann gilt aufgrund von b)

U,V unkorreliert fiir m— oo und somit stochastisch unabhangig fir m— oo .
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Asymptotische Gutefunktion, Fortsetzung

Die Gutefunktion des bedingten Tests kann aufgrund von (3) geschrieben werden als
Brpic(0)= Py {X1— Xo > 2k —k|Xq + X5 =k}

1 k+2
:P®{Y1—Y2>—(2kr—k)Y1+Y2= - M},
g g
wobei
lexl_“ und YZZXZ_M mit ,u:mﬁ,az:ma(l—ﬁ).
g g

Nun sind die Zufallsgrofien Y; + Y, und Y; —Y, stochastisch unabhangig fir m— oo, und daher
gilt fur grof3es n=2m

© Fuple) ~ p®{v1_v2 - Lk —k)}.

Aufgrund von (4) gilt fir m— co
0

NeNGIE
Nun haben wir noch den Grenzwert von (2k, —k)/o zu bestimmen. Es gilt fir n=2m— oo

6 112 P g,
n

und somit liegt fur grof3es mder Quotient k/n mit grof3er Wahrscheinlichkeit in der Naher von
¥ . Wir betrachten nun den Grenziibergang

(7) n(=2m)— oo, k/In—1 (5,0,a fest).

k; ist dierechte kritische « -Schranke der hypergeometrischen Verteilung H (n,m,k) ; es sei
Y ~H(n,mk). Dann gilt

d .
Y=Y, —— N —pp,2), wobei jy—pp=

kn—k) _ k(n—K)
4n-1) ~  4an
Beim Grenziibergang (7) gilt 0% — oo . Weiter gilt

Y—py _d

E(Y)=py =3k und Var(Y) = 0d =

N(0,2) fir o — oo,

oy
und daher
kr_'uY — 4_» for oy — 00
oy
Nun ist
l(Zkr k) = 20y ke —py 2oy ke—py
o o oy mi(l—9) oy
und es gilt

o6 20 k(n—kK)
m n  2n(n-1)
und somit erhalten wir beim Grenzibergang (7)

E(Zkr—k): v k=i pa

Jmi@1—9) oy

Somit erhalten wir aus (5) beim Grenziibergang (7)
B (6) — P{N(1—112,2) > V271, } = B(6).

—>%5(1—5) fur k/n—4,
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Wenn wir mit U eine ZufallsgroRe mit einer Normalverteilung N (14 — 115, 2) bezeichnen, dann

kann die Grenzfunktion auch geschrieben werden als

8(6) = PU > 22.,} = P{—U_(M_“Z) SR i L

J2 V2

6
- P NO,l > Z—Q_T'
{ (03 ! 2«/19(1—19)}
Zusammenfassung:

Die Gutefunktion des Vier-Felder-Tests kann gemaf’ (1) dargestellt werden als

n
Bn(8)= Py {Test verwirft Ho} = >~ P, {X =k} P, {Test verwirft Ho| X =k},
k=0

:ﬁn\k(‘s)
wobel ® = (n,a,9,8) . GeméR (2) gilt
é L 9 fir n— oo,
n

und beim Grenzilbergang n (= 2m) — oo, k/n— 19 (5,9,a fest) gilt

/6,1“((5) — B(8) = P[N(O,l) > zl_a—#ml.

Die Grenzfunktion 3(6) ist stetigin 9 , und daraus folgt

8 6n(6) — B(6) = P{N(O,l) >z .-

§
2,00 (1— 5)]

Folgerung

Aus (8) ergibt sich insbesondere die Konsistenz des Vier-Felder-Tests, denn es gilt
o fird=v—1,>0 1 fir 6—o0
s=Jnd—{ 0 furd=v;—9,=0 und B(§) — {a fur §—o0
—oo  fird=v;—9,<0 0 fir § — —oo

fir n— oo (o, 9,6 fest) .
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6. Asymptotische Gutefunktion im allgemeinen Fall

Wir haben oben die asymptotische Gitefunktion im Spezialfall iy =n, (=m) hergeleitet. Hier
wollen wir den allgemeinen Fall behandeln. Es sei

X1 ~ Bi(ny,vy) Vier-Felder-Tafel:

X ~ Bi(ny,95) + -

X1, X5 unabhéngig Xp|k m—k |y

ny, Ny bekannt, ¢, ¥, unbekannt Xo ko mo—ky | Mo
X |k n-=k |n

Ho: 9 <vo gegen Hqy v >,

ki, ko Redlisationenvon Xq, X,
ke =k (n,ny, k, ) rechte kritische a-Schranken zu H(n,ny, k).
Der Vier-Felder-Test verwirft Hy, falls ky > k; .

Wir wollen die asymptotische Giitefunktion bestimmen fiir n— oo und ny/n— A mit 0< X <1.
Esgilt dann ny,/n—1—X und weiter

Xy/m— 9

Xo/Np — 3

X/n = (Xy+ Xz)/n — AN +L=N, =9
Ferner ist

B—T = (1 \)(3— )

Uy —0 =—A(Vy —V5)
Dader Vier-Felder-Test konsistent ist, so haben wir wiederum die Auflésung der Gutefunktion
zu verfeinern mit wachsendem n, damit wir eine nicht-ausgeartete Grenzfunktion erhalten. Wir

setzen daher wiederum § =+/n (9, — ) und haben dann
_ _ 5
=+ (1L=-AN)(h—1) =9+(1-A)—
= TN 0p) =71
_ _ s
0y = T —A(0y—0 L
2 (1 2) \/ﬁ

Wir wollen nun den Grenzwert der Giitefunktion bestimmen beim Grenziibergang
(90 n—oo, m/n—A (0,6, \ fest) .

Wir kdnnen jetzt die Gltefunktion schreiben als
n
(10) B3, (8)= Py {Test verwirft Hy } = Z P, {X =k} P, {Test verwirft Hy|X =k},
k=0
= ﬁn\k (5)

wobel ® = (n,m,a,9,6) . Da X/nLﬂ, so haben wir den Grenzwert von ﬁn‘k(5) ZU be-

stimmen beim Grenziibergang

(11) n—o0, m/n— X\, k/n—9 (9,6, a, ) fest) .

Nun gilt

(12) By (6) = Po{Test verwirft Ho | X =k} = P, {X; > k [X =k},

und wir méchten wiederum die bedingte Wahrscheinlichkeit P, { A|B} vereinfachen, indem wir
die Ereignisse A und B so umformen, dass sie asymptotisch unabhéngig werden. Dazu benétigen
wir zwei Hilfssétze zur stochastischen Unabhangigkeit.



Zur stochastischen Unabhangigkeit
a) Esse
2). 2). .
X1~ N(ul,al ) X5 ~ N(uz,az), X1, X5 unabhéngig;
U=X;+ Xy, V=aX; —bX,, wobei ac? =bo3.
Dann gilt
E(U)E(V)=(m + p2)(am —buy) = ap/f —bug +(a—b)mpuy
E(UV) = E(aX? X3 +(@—b)XyXp )= a[of + i | ~b(oF + 3 )+ (a—b) iz
= auf —bys +(a—b) sy
= Cov(U,V)=E(UV)-E(U)E(V)=0,
d.h. U,V unkorreliert und somit stochastisch unabhangig .

b) Essd
X1~ Bi(n,vy); X ~Bi(ny,9,); Xq, X, unabhéngig;
Y]_: Xl—nlﬁ . X2—n27§

Joa-0 % Jwa-0)

Dannsind Y; und Y, stochastisch unabhéngig, und es gilt beim Grenzibergang (11)

£(%) = m-0)  m @Ns _m (@-N5 AN
V= Ja—n)  Jma—o) <o n Joan ' Joaoy
SR U ) . "SNP O S VA ()
2 = Jno@a—v) Vn n foa-u) - Joa-v)
91— 0 _
Vw(ﬁ):%HA denn ¥ — J;
Var (Y,) = % = 1-\ denn vy —;
(13 Yi—L N ()
Y2—>N([L2,l—/\)
Nun sei

U=Y+Yy; V=(1-X)—AY,.
Dann gilt aufgrund von a)

U,V asymptotisch unkorreliert und somit asymptotisch unabhéngig beim Grenzibergang (11).

Jetzt wollen wir die Ergebnisse unter b) anwenden bei unserer Gitefunktion (12)
Bopi ()= Py {Test verwirft Ho X =k} = Py { X >k [X; + X5 =k} .

Die Bedingung X; + X, =k kann auch geschrieben werden al's
kK—nd

Jnd(1—10)

und die Ungleichung X; >k, as

(14) i +Y, =

Kk, — o
15) v, > MY
1) Y )

15
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Wenn wir von dieser Ungleichung A(Yl +Y2) subtrahieren und die Gleichung (14) bertcksichtigen,
so erhalten wir die Ungleichung

SN VISP Tl CARPYN, Sl
Jma-9)  Jnoa-9)

und weil die beiden Zufallsgrofen

U=(1-A)¥—AY; und V=Y +Y,
asymptotisch unabhéngig sind, so gilt fir grof3es n beim Grenzprozess (11)
(16) Fyyc (6)= P {X1> ke [X =k} = P {(1-A)¥ — Y, > A},
wobel

Ko —mo _a k—m .

Jm@-v9)  Jno@d-0)

Nun gilt aufgrund von (13)
(LAY a3 N(p.0%),

A=

wobel
AL=N)6

ﬂ:(l_)\>ﬂi—/\ﬂ2_’\/m’

02 = (1-2)?Var (%) +A\2Var (Y,) — A(1—A).

— A —1-)
Nun haben wir noch den Grenzwert der Grof3e A zu bestimmen. k, ist die rechte kritische « -
Schranke zur hypergeometrischen Verteilung H (n, M, k) , und wenn Y eine Zufallsgrofe mit dieser

Verteilung bezeichnet, dann gilt

n, n—k
E(Y)=jy =k und Var(Y)=o2 = k2.2 N=X
(Y) =1 n (Y)=ov n n n-1
und weiter
kr_NY_)Zla fur oy —o0;
oy

beim Grenziibergang (11) gilt offensichtlich 0\2( — 00 . Wir kénnen den Ausdruck A schreiben al's

Ke — 1y oy py =2k (g —nA)Y
17) A= : - = —As.
) ) s Jman R

oy
-
—4

Beim Grenziibergang (11) gilt
o2 /n = A1=M\)J(1-7D)
und somit

% — JAL=A) .
I (1—19)
Wir haben also A — z_,A(L— ) . Weiter gilt
py —Ak Kk [nl ]
18) ———=—|=—-)\|.
N N P
Esgilt zwar ny/n— X, doch da k NS divergiert, kdnnen wir den Grenzwert von (18) nicht
N

bestimmen ohne weitere Annahmen Uber die Konvergenzgeschwindigkeit. Wir wollen daher zusétz-
lich zur Annahme ny /n— X\ noch voraussetzen, daf?

(19) \/ﬁ[%—k]—)O.
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Diesist z.B. erfullt, wenn ry bei gegebenem A und n asdie néchste ganze Zahl bei An gewahlt
wird. Dannist ny —An<-< und vn(ny/n— 1) <1/(24/n) — 0. Unter der zusétzlichen Annahme (19)
gilt dann beim Grenziibergang (11)

“YT_nAkz % -\/ﬁ[%—/\] ~ o,

und damit konvergiert A, gegen 0. Ebenso konvergiert Az gegen 0, denn
(n —n}) \/’[ N ]
~—=——=4n|—==-)\| — 0.
Jn n
Somit gilt A— z_,\/A(@— ), und wir erhalten aus (16) beim Grenziibergang (11) unter der zusétz-
lichen Annahme (19)

i (0) = Po{Xa>ke[X =k} — P{N(uﬂz) > Zl_a\/A(l—A)} = 5(6),

wobel
_A@-N)6

JO(1-9)

Indem wir die Zufallsgréfe N (u,az) standardisieren, erhalten wir

A=)
Ja—0) |

und o= A1=X).

B(6) = P{N(O,l) > 7,6

Zusammenfassung:
Die Gitefunktion des Vier-Felder-Tests kann gemafd (10) dargestellt werden als

n
Bn(8)= Py {Test verwirft Ho} = > " P {X =k} P, {Test verwirft Ho|X =k},
k=0
:/Bn\k(é)

wobel ® = (n,m,a,9,6) . Esgilt
X P

2 59 fur n— oo,
n

und beim Grenziibergang
n— o0, M/N— A, \/ﬁ(nl/n—/\)—>0, k/n—19 (9,6, \ fest)

gilt

AL—X
ﬁn‘k(é) — B(8) = P{N(O,l) > 4, — 521_5))}.
Die Grenzfunktion 5(6) ist stetigin + , und daraus folgt
_ o [AA=N)
(20) B, (6) — B(6) = P{N(O,l) > 7 o6 5(1_5)}

fir n— o0, m/n— X, Vn(n/n—X)—0 (7,8, a,\ fest) . Dabei ist
U = My+@-A\dp und 6 = Jn(W—1,).
Als Folgerung aus (20) ergibt sich die Konsistenz des Vier-Felder-Tests (wieim Spezialfall iy =n,).
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7. Notwendiger Stichprobenumfang

Esse
Xq ~ Bi(ny, ) Vier-Felder-Tafel:
Xo ~ Bi(ny,v5) T
X1, X5 unabhangig X1k m—k |my

Xy |ky ny—ky [y

HO: 191§192 gegen Hl: 191>192 X ” — -

ki, ko Redlisationenvon Xy, X,
ke = ke (n,m, Kk, ) rechte kritische a-Schranken zu H(n,ny, k).
Der Vier-Felder-Test verwirft Hy, falls ky > k; .

Nun wollen wir mit Hilfe der asymptotischen Guitefunktion die Stichprobenumfénge ny, n, so

bestimmen, dal3 die Gitefunktion bei einer gegebenen Alternative eine vorgegebeneAblehnwahr-
scheinlichkeit erreicht.

Gegeben:
V1,0, mit 9 >0y,
A (=ny/n).
Wir setzen
d=d -9, und 9 = Xy +1-N)p = S +7y).
Nun soll bei gegebenem A und @ der Stichprobenumfang n=ry +n, so gewéhlt werden, dal

die Ablehnwahrscheinlichkeit >1—a; wird bei der Alternative (v;,9,) . Wir setzen 6 =d+/n
und haben dann aufgrund von (20) die Approximation

- _ o [AA=AN)
Bn(6) ~ B(6) = P{N(O,l) > 7,6 5(1_5)}

PYUEDY) !
=P{N(0,1 o — 0N [=—/——= > 1-
{ ©) > 2z 0(1_0)} o
und daraus ergibt sich
7 . —d m A1)

i — 7z
T
und weiter
4otz | O0-0
@) n > |FZo T (- ); m=An, n,=@1-\)n.
d A=)

Falls die Werte von (v;,79,) unbekannt sind, so kann man in der Formel (21) den Ausdruck
9 (1—2) durch seine obere Grenze 1/4 ersetzen.
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Beispiel
Essei (1,7,)=(0.6,04), A=%,a=0a;=0025.Dannist z_, =2, ~2,d=02,0~3,
und wir erhalten
2
0.2 ) 2/9
und wir wahlen daher n= 450, ny = An=150, n, = (1—A)n=2300.

Kontrolle

Wir wollen Uberpriifen, ob das Ergebnisin unserem Beispiel plau- i

sibel ist. Beim Parameterpaar (v, v,) = (0.6,0.4) gilt X, | *  * |150
E(X)=E(Xy)+ E(X2)= ) + nyv, = 90+120= 210, X, | * % |300

und die Vier-Felder-Tafel besitzt dann die nebenstehenden Rand- X 210 240|450

summen. Die rechte kritische « -Schranke (o = 0.025) bei der
hypergeometrischen Verteilung H (450,150,210) betrégt k, =80. Bel der gegebenen Alternati-
ve hat der Parameter p (= Odds Ratio) den Wert

B (1-9,) 0.6x0.6

(1-v)9, 04x04
und die Ablehnwahrscheinlichkeit des bedingten Tests gegeben X =k =210 betragt
P{H(n,n.k,p) > k } =P{H(450,150,210,2.25) > 80} =0.9738 (~1—q; =0.975).

Diese Wahrscheinlichkeit kann man berechnen z.B. mit SAS (vgl. HY PERGEO.SAS). Fir p=0
betrégt die Ablehnwahrscheinlichkeit P{H (n,ny,k) > k, } =0.0177 (<« =0.025).

=225,
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5. Normalverteilung: Vergleich von zwei Mittelwerten

1. Problemstellung
Xg,res X jemitN(pi,alz)
unabhangige Zufallsgréfien )
YooY, jemitN(p2,03)
14, fo unbekannt .
18) Ho:im<pp gegen Hyipn>pp
1b) Ho:pg=>pp gegen Hy:pg <ypp
1c) Hoim=pp gegen Hy:py = pp

2. Losung
a) Varianzen bekannt

Falls jy = pp und o4, 05 bekannt, so gilt

2 2
D=X-Y ~ N(0,08 | wobei of =L +72
L L
D_X=7. N(0,1).
(%p) (%p)

Testvorschrift zum Testproblem 1a):
X-Y
oD

Berechne T =

(op wieoben).

Verwirf Hg,falsT>z_ .

Bemerkung.
Das Testproblem 1a) kann verallgemeinert werden zu
Ho: p — 1o <Ag gegen Hy: iy —pp > Ag wobel Ag bekannt ist .
(Analog bei 1b) und 1c)). Falls g — po = Ag, so gilt

X-Y—-Ag
9D
Weliter wie oben.

~ N(0,1) (op wieoben).

Vertrauensgrenzen fir A=y —po:

Aﬁ -
Ar

—V—Zl_a op ((TD WieOben),

x| X|

—V—}— Zl—a ap -
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b) Varianzen unbekannt, jedoch beide gleich

Hier nehmen wir an, dal3 oy = 0, = o mit unbekanntem o (oist ein sogenannter Storparameter,
englisch: nuisance parameter). Falls 14y = 5, S0 gilt

X-Y [
T= ~t -2
S N +ny (nl+n2 )

wobel
11 ny
A ~RPAS(Y Y
w2 Y

Testvorschrift zum Testproblem 1a):
Verwirf Hy, fals T>ty_, (m +ny —2)
(doppelter t-Test).
Bemerkung.
Das Testproblem 1a) kann verallgemeinert werden zu
Ho: i — 1o <Ag gegen Hy: g —pp > Ag wobel Ag bekannt ist .
(Analog bei 1b) und 1c)). Falls py — po = A, so gilt

X-Y—-2Ag [ mn
T= ~tmy+n—2).
S 4+ (h+np—2)

Weliter wie oben.

Vertrauensgrenzen fir A=y —po:

Ap=X-Y—t,  (y+m—2)s [T,

ﬁ
>

Ap=X-Y+t_o(m+n—2)S Ll
M

c) Varianzen unbekannt (Behrens-Fisher-Problem)

Jetzt nehmen wir an, dal? tiber die beiden Varianzen 012 und a% nichts bekannt ist (zwei Storpa-
rameter). Das Testproblem heif3t dann Behrens-Fisher-Problem. Es existiert keine klassische ex-
akte L 6sung, welche auf der suffizienten Statistik (X,Y, S?, S5) beruht.

L dsungsvorschl&ge:

1) Naherungsldsung von Welch (1947);
2) Losung mit Vertrauensgrenzen und Bonferroni-Ungleichung.

Zur Bonferroni-Ungleichung:
Esseien A, B beliebige zuféllige Ereignisse mit
P(A) > 1-a,
P(B) > 1-3.
Dann gilt:
P(AnB) > 1-a—-4 (Bonferroni-Ungleichung).
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Zur Losung des Behrens-Fisher-Problems mit Vertrauensgrenzen:
Problemstellung:
Ho:pa <pp gegen Hyijyg > pp.
Berechne
X, Slz p,f = linke Vertrauensgrenze fur 1y zum Sicherheitsgrad 1— o
Y, S5, b = rechte Vertrauensgrenze fiir 11, zum Sicherheitsgrad 1—a .

Verwirf Hg, falls pf > 1ib.
Dannist die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art < 2o (korrekte Ungleichung).

Optimale Aufteilung des Stichprobenumfangs bei gegebenen Varianzen
Problemstellung wie bei 1 mit bekannten Varianzen 012 und 0% und mit vorgegebenem Ge-
samtstichprobenumfang n=rmn, +n,.

Frage: Wiesind die Stichprobenumfénge ny und n, zu wahlen, damit der Test moglichst
trennscharf wird?

Antwort: M -9
n, oj

Effizienzvergleich:
Verfahren A: Symmetrische Aufteilung, d.h. i, =n, (Gesamtumfang np).
Verfahren B: Optimale Aufteilung, d.h. m:n, = oy:0, (Gesamtumfang ng).
Relative Effizienz von Verfahren A verglichen mit Verfahren B:

2
re(A:B) = E—B:(%;—UZ)Z.
A 2(01 +02>

Esgilt: 4 < re(AB) < 1.

Beispiel:
Verfahren A mit ny =100 (d.h. mit iy = n, =50) besitzt die gleiche Giitefunktion wie
Verfahren B mit den in der nachstehenden Tabelle angegebenen Umfangen m und ny

01107 re(A:B) Ng N Ny
1:1 1 100 50 50
2:1 0.9 90 60 30
3:1 0.8 80 60 20
7.1 0.64 64 56 8
51:1 =0.52 52 51 1
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6. Normalverteilung: Vergleich von k Mittelwerten;
einfache Varianzanalyse (ANOVA)

Problemstellung

LETETN T jemit N(pi,az)
unabhangige Zufallsgréfzen 1 ---

Yiews--+ Yien, jemit N(uy,02)

e es s o2 unbekannt

Ho: g = pip =---= ¢ 9gegen Hy:nichtaley; gleich.
Andere Darstellung des Problems:
Yj =p+a +Ej;

dle Ej stochastisch unabhangig, Ejj ~ N(0,0%);

Iy al,...,ak,az unbekannt, ay +---4+ o =0;

Hoooy=ap,=--=a=0 gegen Hj: nichtaleo; =0.

Zusammenhang mit den obigen Parametern:
u:%(y/lJr---Jruk); o = i —p = Effektin Gruppei .

Typische Anwendung: Ein Faktor mit k verschiedenen Auspragungen (z.B. ein Medikament in
k verschiedenen Dosierungen); oy,...,«) Faktoreffekte

Losung

\7:%2\@ Gesamtmittel
i

_oo1a

Y :HZYU arithmetisches Mittel in Gruppei
| j:1

—\2
SST = (Yij —Y) = sum of sguares, total (Summe der quadratischen
- Abweichungen vom Gesamtmittel)

k
SSF=> "n (Y - \7)2 = sum of squares, factor (Summe der quadratischen
i1 Abweichungen der Gruppenmittel vom Gesamtmittel)

—\2
SSE = Z(Yij — Yi) = sum of sguares, error (Summe der quadratischen Abweichungen
i ] der Beobachtungswerte von den Gruppenmitteln)

Es gilt die sogenannte "V arianzzerlegung" (Analysis of variance, ANOVA)
(vgl. Deskriptive Statistik, Varianzzerlegung bei Gruppenbildung):

SST = SSF + SSE.
Weiter gilt

SSE 2

> T X (n—k),

g
und unter Hy gilt ebenfalls

I 2n-1) wd S~ P(k-1),
g g
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Daher ist die Grofe

2
_ SF6D] s
SSE/[(n—k)az] SSE/(n—k)
Unter H; tendiert die Komponente SSF zu grolieren Werten als unter Hg, wahrend die Vertei-

lung der Komponente SSE unter Hy und H; gleich bleibt. Daher lehnt man die Nullhypothese
ab, fals

S5/ > F_,, (k=1,n—K) = oberes a-Quantil der F-Verteilung

SSE/(n—k) mit (k—1, n—k) Freiheitsgraden
Die wichtigsten Grofen der einfachen Varianzanalyse (= Zerlegung der Quadratsumme) werden
Ublicherweise wie folgt zusammengestel|t:

T

~ F(k-Ln—k).

Source | SS DF MS p-value

Factor | SSF | k—1 | SSF/(k-1) -

Error | SR | n—k | SSE/(n—k) Perit

Total | SST | n-1 - -

Dabel ist

Source Art der Quadratsumme (Quelle, woher stammt die Komponente)
SS Komponente der Quadratsumme (SS = Sum of Squares)
DF Anzahl der Freiheitsgrade (DF = degrees of freedom)
MS durchschnittliche Quadratsumme (M S = mean squares)

Der p-Wert pgit Wird berechnet nach der Formel
Perit = P{F(k=1,n—K) > tops},

wobei
Lo = S&F/(k-1)
P S /(n—k) |

Spezialfall k=2 (Zwei-Stichprobenproblem)

Vi, Yiny jemit N(ug,02)

unabhéngige Zufallsgréfden
Ya1,.-1 Yon, jemit N(uy,02)
s o, o2 unbekannt

Hot = po gegen Hyipy = py.

Nun haben wir zwei L ésungen fiir dieses Testproblem:
A) den doppeltent-Test
B) dieeinfache Varianzanalyse mit k=2 (ANOVA).

Wir wollen zeigen dal3 die einfache Varianzanalyse im Spezialfall k =2 aquivalent ist zum dop-
pelten t-Test mit der zweiseitigen Fragestellung. Es gilt

n
Y = %ZY”- arithmetisches Mittel in Gruppei (i=12)
i =1

Y = %ZY” :%<nl\71+n2\72> Gesamtmittel
]
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M-V = - (% np%)| = (Y- %)
Y- ¥ = ~[% - (n% + %) = (%))
SF = (%Y (% V) = (k)% %) = ()
_ M N

sE = ) (% _Y')Z =2 (%= 4D (%)

i j=1 j=2

—  —\2
_SF/k-Y) s _nmp(h-Y) o s
SE/(n—-k)  SSE/(n—2) n 2 n—-2'

und diesist das Quadrat der Testgrofie beimt-Test. Wenn X eine t-Verteilung t(n—2) besitzt, dann
besitzt X2 eine F-Verteilung F (L, n—2)= F(k—1, n—k), und damit ist der F-Test bei der einfachen
Varianzanal yse aquival ent zum zwei seitigen doppelten t-Test.

Bemerkung:
Beim Mehrstichprobenproblem der einfachen Varianzanalyse gibt es nur die zwei seitige Fragestel -
lung Hp: pg = po =---= 1y gegen Hy: nicht aley; gleich. Diese Fragestellung ist nicht sehr in-

formativ; die Nullhypothese kann statistisch nicht bewiesen werden, und die Alternative ist eine "Al-
lerweltsalternative", welche sogleich nach weiteren Fragen ruft: wenn nicht ale 44 gleich sind, so
mochte man wissen, in welchen Gruppen die Effekte o; = 145 — 0= 0 sind. Die Alternative muss
dann verfeinert werden zu einer mehrfachen Alternative, und dies fuhrt zu multiplen Testproblemen.
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7. Normalverteilung: Vergleich von zwei Varianzen

Problemstellung

X1, Xy jemitN(M,alz)
unabhangige Zufallsgréfien
Y jermitNyi2,03)

01,02 unbekannt .
1la) Hg:oy1 <o, gegen Hiioy>o05;
1b) Hp:ioy>0o gegen Hqiop <oy

1c) Hg:ioy=0, gegen Hyiop=o05.

Losung
Mittelwerte bekannt

Falls oy =05 und 1y, 11, bekannt, so gilt

2
% ~ F(n,mp),
wobel
n N
sf:iz(xi —m)?* und sgziZ(Yj —M2>2-
i 253

Testvorschrift zum Testproblem 1a):

2
Berechne T :% (Sf und 822 wie oben) .
S

Verwirf Ho, falls T>F_, (n,ny).
Analog fur die Testprobleme 1b) und 1c).

Gutefunktion beim Testproblem 1a)
Die Giitefunktion ist nur abhéngig von A= o2 /03 :

1
B(A)= P{F(nl,n2)>x Fl_a(nl,nz)}.
Der Testist ein UMP-qa -Test.
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Bemerkung.

Das Testproblem 1a) kann verallgemeinert werden zu
2 2

Ho: O—lzg)\o gegen Hj: 0—12>)\0, wobei )y bekannt .
o2 72
o2
(Analog bei 1b) und 1c)). Falls —12:)\0 , S0 gilt
72
1§ 2 2
~ F(n,np) (S und S5 wieoben).

%o 8

Weliter wie oben.

2
L. g
Vertrauensgrenzen fir \ = —12 ;
02

2

A =T/F_o(m,np), wobei T= (S? und S5 wie oben);

R

Ar :T/Fa (nl'nZ)'

b) Mittelwerte unbekannt

Falls 01 =05 und py, 115 unbekannt, so gilt

2
% ~ F(m-1np-1),

wobei
1)

Z_Lnl ._—2 2 1 ._—2
sl_nl_li_l(x, X)" und sz_nz_ljz_:l(vj v)~.

Alles analog wie bei bekanntem i, und i, , jedoch mit X statt ;4 und mit Y statt y5 , und mit

der F-Verteilung F(n —1,n, —1) anstellevon F(ny,ny). Die einseitigen Tests sind hier UMPU-
o -Tests.
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8. Multinomialverteilung: Einstichprobenproblem

1. Zusammenhang zwischen Multinomial- und Chi-Quadrat-Verteilung

Chi-Quadrat-Verteilung:
Zy,-++,Z¢ unabhangig, jeN(0,1);

Y=22+--+2%;
=Y ~ xz(f)

Multinomial verteilung:
(Xg, Xy ) ~ Mu(n,dy,--, 9 );
(M,-+-,n; ) Realisationen zu (X, -+, X, );
Wir betrachten die Zufallsgrofie:

r X o 2
i-1 S
Esqilt:
T4 x*(r—1) (Konvergenzin Verteilung).
nN—oo
(0 fest)

Die ZufallsgrofRe T besitzt also asymptotisch eine Chi-Quadrat-V erteilung. Die ex-
akte Verteilung der Zufallsgréf3e T kann mit Hilfe der Multinomialverteilung berech-
net werden.

2. Einstichprobenproblem bei der Multinomialverteilung
X=(Xg, Xy ) ~ Mu(n,dy, -9 );
n bekannt, Jy,---,7, unbekannt;
Ho: (V1,0 )= (00,07 ) gegen Hy: (g0 )= (07, 0F);
x=(ny,---,ny ) Redlisation zu X=(Xq,---, X} ).
Sind die Redlisationen ry,---,n, vereinbar mit Hy?

3. Klassischer Chi-Quadrat-Test
Berechne zu gegebenem x = (ny,---,n, ) die TestgréRe (sogenannte Chi-Quadrat-Testgrole)

PPRY:
T(x):Z—(n' a) wobei g =Eq(X;)=n.
i=1
Unter H, besitzt die TestgréRe T(X) (= TestgréRe al's Zufallsgrofe) asymptotisch eine

Chi-Quadrat-Verteilung mit r —1 Freiheitsgraden. Daher lautet die Testvorschrift:
Verwirf Hg, falls T(x)> £, (r —1).

Ubliche Faustregel: g >5furi=1---,r .
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Exakter Chi-Quadrat-Test
Unter H ist die exakte Verteilung der TestgrofRe

: (Xi -8 )2 ; 0
T(X):ZT, wobel g = Eq(X;)=ns’,
i=1
(= Chi-Quadrat-TestgrofRe als Zufallsgrofie) bekannt; sie kann berechnet werden mit Hilfe
der Multinomialverteilung.

Testvorschrift zum exakten Chi-Quadrat-Test:
Berechne fur die vorliegenden Beobachtungen xqps = (ny,-+-,n, ) den Wert der TestgroRe T:

tobs = T (Xobs) = Zr:M

i=1
Berechne dann den exakten p-Wert

Pr = Ro{T(X) > tops} -

Verwirf Hy, fals p, <.

wobel g =n’.

Praktische Durchfiihrung mit StatXact: Statistics, One-Sample, Chi-Square ...

Weitere Testkriterien
Notation: X =(Xg,--, X} ), X

(P, )
a) Chi-Quadrat-Kriterium (wie oben):
T(x)—zr:<ni _q)2 wobei e =nY?
=) 27 g =nv.
i1 S
Verwirf Hy, fals T(x) zu grof.
Asymptotisch: ~ T(X) ~ x*(r —1).

b) LQ-Kriterium (verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test):

ro(o 0\

T(x):H[ﬂ] wobel g =nv’.
i—1\ &

Verwirf Hy, fals T(x) zu grof.

Asymptotisch:  2In(T (X)) ~ x*(r —1).
c) Wahrscheinlichkeits-Kriterium von Freeman-Halton:

! v
T(X): PO{X:X}:PO{X].:nlyer :nr}: nl' nn | (ﬁf)rh(ﬁ?)n .
! I

Verwirf Hy, fals T(x) zuklein.
Asymptotisch: ~ —2In(T(X)) ~ x*(r —1).

Analog zum exakten Chi-Quadrat-Test kbénnen auch mit den Statistiken b) und c¢) exakte

Tests zu unserem Testproblem durchgefihrt werden.
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Monte-Carlo-Variante
tops =T (Xops) = beobachteter Wert der Teststatistik;
Pr =Py {T(X)>tops} = rechtsseitiger p-Wert.
Bestimmung des p-Werts p, durch Simulation:
* Erzeuge M zuféllige Realisationen von X =(Xy,-+,X; ) unter Hy: X3+, Xy . Jedes x;
ist ein Vektor (my,--,n; ).
» Bestimme den Wert der Zufallsgrofie
Y= #{i‘T(xi)Ztobs}: Anzahl der Reslisationen x; mit T (X; ) > tgps.
Esgilt: Y ~ Bi(M, p;) und somit: Y/M =~ p;.
Vertrauensgrenzen fur p, mit den bekannten Verfahren fur die Binomialverteilung.

Poissonmodell
X1+, X; unabhéngige ZufallsgroRen, wobei X; ~Po(X ), i=1---,r;

Ho: M =...=)X\ gegen Hj:nichtale) gleich.
Essel S=X;+---+ X, . Dann gilt:
(X1, X )|S=n ~ Mu(n,dy,---,9; ) wobei ¥, _ A
M+
und weiter
MN=...=X\ & O=—=9,=1r.

Damit ist das Testproblem reduziert auf das Einstichprobenproblem bei der Multinomial-
verteilung.

Chi-Quadrat-Anpassungstest (Goodness of fit test)
Beispiel:
Y., Y, unabhéangig, je mit gleicher Verteilungsfunktion
Ho: YJ- ~N (u,az), w1 und o2 unbekannt;
Hi:Yj nicht normalverteilt.
Ublicher LGsungsvorschlag:
* Wertebereichder Y, inr Tellintervalle zerlegen: 14,---,1, ;
X; :#{j‘Yj eli}
= (Xg. X )~ Mu(n,dy,--, 9, ).
Q?i = P{Yl S Ii}
Unter Ho: o =vf =Ry{Y; cl;} (abhéngig von unbekanntem ;. und o );

* Unter Hy 1 undo? (asymptotisch effizient) schétzen mit vorliegenden Daten
S

» Kilassischen Chi-Quadrat-Test zum Einstichprobenproblem mit geschétzten Parame-
tern 99 ,---,9° durchfilhren. Anzahl der Freiheitsgrade: f =r —s—1, wobei r = An-
zahl der Klassen und s= Anzahl der geschétzten Modellparameter. Im vorliegenden

Beispiel: Zwei Modellparameter ;. und o ; daher f =r —s—1=r—2—1=r—3.
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9. Multinomialverteilung: Mehrstichprobenproblem

Problemstellung
Xy =(Xa2s Xgs) ~ Mu(n Vg, s );

Xy :(Xrll“':xrs) - Mu(nrlﬁrli”"ﬁrs);

Xq,--+, X, unabhangige Zufallsvektoren;

ny,---,ne bekannt, ﬂ,j unbekannt (i =1,---,r; j=1,---,9);
Ho: 19”- =Cj Vi,
H; : Negation zu Hy;
X; = (N, nis) Realisation zu X; =( Xy, -, Xis)-
Sind die Reslisationen ry; vereinbar mit Hy?

(d.h.inalenr Stichproben gleiche Parameter);

In Tabellenform:
Zufallsgrofen Parameter Realisationen
1 S 1 - s 1 - s

Xpf X o Xas (M| | Xy 0 e Vi (1 X o s Ty

Xy | X1 Xes [ M | [ Xr |1 Urs [1] [ Xr [N Nrs |
X.l X‘S n n.l n.s

Klassischer Chi-Quadrat-Test
Notation:X:(Xij):(rxs), x:(nij):(rxs),
Berechne zu gegebenem x = (ni i ) die TestgrdfRe (sogenannte Chi-Quadrat-Testgréfie)

(ny —QJ)Z M. N.j
.

n,=n fari=%4---,r.

r

T(x)=

7]

wobel g =
=1 Si
Unter Hq besitzt die TestgroRe T (X) (= TestgroRe als ZufallsgroRe) asymptotisch (fir n— oo )
eine Chi-Quadrat-Verteilung mit f =(r —1)(s—1) Freiheitsgraden. Daher lautet die Testvor-
schrift:
Verwirf Hg, fals T(x)lez_a(f), wobei f =(r —1)(s—1).

Ubliche Faustregel: g >5 Vij.

Exakter Chi-Quadrat-Test
Esqilt:

r

[In Tn.s

i=1  j=1

n! H nij!

i j=1

Po{X=x|Xq=ng " X.s=ns}=
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Fur r = s= 2 igt dies die gewothnliche hypergeometrische Verteilung, die wir jabeim exakten

Vierfeldertest angetroffen haben. Die obige Verteilung ist also eine Verallgemeinerung der hy-
pergeometrischen Verteilung auf den multivariaten (mehrdimensionalen) Fall, daja

X = (Xij ) =(r xs) eine Matrix ist. Die Verteilung ist festgelegt durch die Zeilen- und Spalten-
summen n;, und n, | (i=1---,r; j=1---,5). Wir bezeichnen diese Verteilung mit

H(ni,,n,j L :L---,r,s) .

Testvorschrift zum exakten Chi-Quadrat-Test:

Berechne fiir die vorliegenden Beobachtungen X gy, = (ni j ) = (r x s) den Wert der TestgroRe T:

2
IS (n: _q .
tObS =T (XObS> = Z M wobei QJ =
ij=1 S n
Berechne dann den exakten p-Wert
pr=h {T(X) = tobs} .

Verwirf Hy, falls p; <o .

M. N,

Praktische Durchfihrung mit StatX act:
Statistics, Unordered r x ¢ tables, Pearson's Chi-Square, ...

4. Einfaches Modell fur die verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung

Ein Kartendeck enthdlt n Spielkarteninr Farben: S - S
mn. Karten der Farbe R; R ny
nr. Kartender Farbe F . R "
Die Karten werden gemischt und zuféllig an die s Spieler N4 Ns

verteilt:
n.; Kartenan Spieler Sj;

n.s Kartenan Spieler Sq.

Y;; = Anzahl der Karten der Farbe F; beim Spieler S;;
Y= (Yi- ) = (rxs) Matrix aler ZufallsgroRenY;; ;
y=(nj)=(rxs) Realisation der zuféligen Matrix Y.

lL[ni,! ﬁn,j!

Nun gilt: P{Y =y} = ==

r,s
n! H nij!

ij=1

, dh. Y ~ H(ni.,n.j; i,j:],--',r,s>.

Weiter gilt:
Yij ~ H(n,ni,nj> Vi,

EWﬁ:mﬁqz% i
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Weitere Testkriterien
Notation: X:(Xij):(rxs), x:(nij):(rxs).
a) Chi-Quadrat-Kriterium (wie oben):
2
Cs (m —¢) M. N.j
T(X)=> ~———— wobd g = :
=1 S n
Verwirf Hg, falls T(x) zu groB.
Asymptotisch: T (X) ~ xz(f) wobel f =(r—1)(s—1).

b) LQ-Kriterium (verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test):
n;

I’,S nlj
Tx)=IT |-

ij=1 S
Verwirf Hg, falls T(x) zu groB.

Asymptotisch: 2In(T (X)) ~ x> (f) wobe f=(r—1)(s—1).

(g wieoben).

c¢) Wahrscheinlichkeits-Kriterium von Freeman-Halton:
S r,s
T(x)zPO{X:x| Xq=ng, S_n,s} Hni ! Hn I/[n! H nij!]
i=1 = i,j=1

Verwirf Hg, falls T(x) zuklein.

Asymptotisch: —2In(T (X)) ~ x*(f) wobel f=(r—1)(s—1).
Mit StatXact kénnen analog zum exakten Chi-Quadrat-Test auch zu den Statistiken b) und ¢)
exakte Tests zu unserem Testproblem durchgefiihrt werden:

(a) Pearson’'s Chi-Square, ...

Statistics, Unordered r x ¢ tables, { (b) Likelihood Ratio, ...
(c) Fisher-Freeman-Halton, ...

Monte-Carlo-Variante
Xobs = (1}j ) = (1 xs) = beobachtete Haufigkeitstabelle mit Randsummen . (=1y) und n.; ;
tohs =T (Xops) = beobachteter Wert der Teststatistik;
Pr =PRo{T(X)>tops|Xeg =Ny, ", X.g =g} = rechtsseitiger p-Wert .
Bestimmung des p-Werts p, durch Simulation:
 Erzeuge M zuféllige Realisationen von X = (Xij ) =(rxs) unter Hy bei gegebenen Spalten-
summen X; =n; d.h. gemaR der verallgemeinerten hypergeometrischen Verteilung
H(ni.,n.j: i =l~--,r,s): X1+, Xy - Jedes x; ist eine Matrix (nij):(rxs) mit den vorge-
gebenen Randsummen M., N.j @i,j=21---,r,9).
» Bestimme den Wert der Zufallsgréfze
Y = #{i|T(X;) > tops } = Anzahl der Realisationen x; mit T (x; ) > tops.
Esgilt: Y ~ Bi(M, p;) und somit: Y/M ~ p;, .
Vertrauensgrenzen fur p, mit den bekannten Verfahren fir die Binomialverteilung.
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7. Kontingenzmodell

Bisher: Mehrstichprobenmodell bei der Multinomialverteilung
Xi :<Xi1""’xis) ~ Mu(rh_,ﬂ-ll,...,ﬁls) foar i=1---,r;
Xq,--+, X, unabhangige Zufallsvektoren.

In Tabellenform:
1 S
Xp| X o Xis |y Feste Zeilensummen M,y
) ) o ’ zufallige Spaltensummen X1,y Xoe-
Xp [ Xep 0 Xis | Iy 1 S
Xl X-S n
Jetzt: Kontingenzmodell
X =(Xij)=(rxs) ~ Mu(n,0) mit & =(};)=(rxs)
In Tabellenform:
Zufallsgrofen Parameter Realisationen
AB 1 S AB 1 S AB 1 S
1] X Xis | X1 1 |dn Uis | Vh, 1im - Mg
r X o Xes | Xr. r |9 - Vs | Y. 1M - s | M.
X01 X.S n 79.1 7903 1 Ng - Ng
Hier: Zufdlige Zeilensummen Xiev s Xpas
zuféllige Spaltensummen X Xeg:
feste Gesamtsumme n.
Ho: dij = . V. Vi, (d.h.die Merkmale A und B sind unabhéngig);

H1: Negation zu Hg;
X= (nij ):(r x s) Realisation zu X=(Xij ) =(rxs).

Sind die Realisationen ry; vereinbar mit Hy ?

Das bedingte Problem bei gegebenen Zeilensummen ist dquivalent zum Mehrstichprobenproblem

bei der Multinomialverteilung. Daher kann man die gleichen asymptotischen und exakten Ver-

fahren anwenden wie oben.
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Poissonmodell
Xij ~Po(>\ij> far i=4---;r und j=1,---,5
ale Xij stochastisch unabhangig.

In Tabellenform:
Zufallsgrofen Parameter Realisationen
B B B
A 1 S A 1 S A 1 S
1 | Xy Xis | X1 1 1M1 - Ms | e 1 1m Mg M,
ro X o Xes | Xre oA o As [ A r 1M - s Nre
Xaq - X | X.. Al o A | A ng - Ng|nN. (= n )

Hier: Zufdlige Zeilensummen Xier oy Xpas
zuféllige Spaltensummen X Xess
zuféllige Gesamtsumme X., .

PUDW
Ho: Aj :% Vij (d.h. dieMerkmaleA und B sind unabhangig);

H; : Negation zu Hg;
x:(nij)z(rxs) Realisation zu Xz(Xij):(rxs).
Sind die Realisationen ny; vereinbar mit Hg ?

Das bedingte Problem bei gegebener Gesamtsumme X = n ist aquivalent zum Kontingenzpro-
blem bei der Multinomialverteilung. Daher kann man die gleichen asymptotischen und exakten

Verfahren anwenden wie oben.
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10. Vorzeichentest und Test von McNemar

1. Vorzeichentest
Xq,--+, X, unabhangige Zufallsgréfien je mit der gleichen Verteilung:
P{Xj=+1} = p, (positive Wirkung);
P{Xj=-1} = p_ (negative Wirkung);
P{Xj= 0} = pp (keine Wirkung);
(py+p_+po=1).

Ho:py <p_ gegen H;:p,>p_.
Es sei

N, = #{i|X; =+1};

N_ = #{i|x; =-1};

No= #{i|X; =0}.

Dann gilt:
(NL,N_,Ng) ~ Mu(n, p,,p_, po);
. . P+ .
NLIN, +N_=m ~ Bi(m¥), wobe =—"7F—:
Ny (m,?) b+ P

Ho:py<p. & 9<%
Hiip,>p. & 19>%.
Vor zeichentest:
Berechne m=N_, +N_.
Bestimme k, = rechte kritische «-Schranke zu Bi(m,%) .

Verwirf Hg, falls N, >k .
Der Test hélt das Signifikanzniveau « ein, und er ist konsistent.

(Bei der zweiseitigen und der anderen einseitigen Fragestellung ist alles analog.)

2. Test von McNemar (Symmetrieprifung in einer Vier-Felder-Tafel):
Zwei typische Anwendungen:
a) nVersuchspersonen sollen zwei Aufgaben A und B |6sen;

Gesamtheit. Stichprobe:
AR| * - ANl T
+ | P P2 Tl X X2
- | P21 P2 - | X X
1 n

P = Wahrscheinlichkeit, daid eine (zuféllig ausgewahlte) Vp. A und B [6st;

X11 = Anzahl der Vp., welche A und B 18sen;
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b) nVersuchspersonen werden zweimal befragt bzw. untersucht
(A=vorher, B=nachher);

Gesamtheit. Stichprobe:
A+ - ABl -
+ | P P2 ol X X
- | P21 P2 - | Xa X
1 n

P, = Wahrscheinlichkeit, dald eine (zuféllig ausgewahlte) Vp.
vorher und nachher "positiv" ist;

X11 = Anzahl der Vp., welche vorher und nachher "positiv" sind;

Fur beide Anwendungen gilt das folgende Modell:
X =(Xq11, X12, X1, X22) ~ Mu(n, py1, Pro, P21, Po2)
Ho:ppo<pp1 gegen Hy:ppp> py
Beachte:
P2 = Po1 & Matrix (pij) ist symmetrisch.
Daher die Bezeichnung Symmetrieprifung in einer Kontingenztafel .
Esqilt:
P2

X12 X12+X21:m ~ Bl(m,ﬁ), wobel P=—"=;
| P2 + P21
HoiPo<Pxn & 9<3;

. 1
Hl'pl2> P21 <= ’lg>§

Test von McNemar:
Berechne m= X1, + Xo;.

Bestimme k, = rechte kritische a-Schranke zu Bi (m%) )
Verwirf Hg, fals X >k .

Der Test hdlt das Signifikanzniveau « ein, und er ist konsistent.

(Bei der zweiseitigen und der anderen einseitigen Fragestellung ist alles analog.)
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11. Asymptotische relative Effizienz zwischen
t-Test und Vorzeichentest

1. t-Test und Vorzeichentest
X1,-++, X unabhéngige Zufallsgrofien je mit der gleichen Dichte fu;
f,(X)= f(x—p) dh. dieZufallsgroRe X; — v hat die Dichtef ;

= E(X;)
p)=%
0- H<po 9egen Hy: p>pp.

m =

—

d.h. p = Erwartungswert = Median ;

I

Klassischer t-Test (bzw. z-Test):
n

2= LS (% - XV
n—14
i=1
X — g
T = n;
g n
verwirf Hg, falls T >t (n—1) (bzw.fals T > 7_,).

Dieser Test ist streng genommen nur korrekt, fallsdie X; normalverteilt sind. Dawir uns
hier fur das asymptotische Verhalten fir n — oo interessieren, so kdnnen auch andere Ver-

teilungen in Betracht gezogen werden.
Vorzeichentest:
N, = #{i|x; >0};
N_ = #{i|X; <0};
(daF stetig: P{X; =0} =0).
Bestimme k, = rechte kritische a-Schranke zu Bi (n%) )

Verwirf Hg, falls N, >k, .

2. Asymptotische Gitefunktion des t-Tests

Gutefunktion dest-Tests:
X —
o) = B X0 > (-

X — _
- PH{ S“«EJFM Suoﬁ > tl_a(n—l)}.
Neuer Ma3stab: 6 =~/n (1 — pp) ; Gitefunktion im § -MaRstab:

B (6) = Pé{x;“\er% > tl_a(n—l)}.
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Fir n— oo (6 und o fest) gilt sPo und

o) = B KR+ L 0o
ANy B —7,

— F’{N(o,l) >z, ‘ﬁ} N P‘{N(m T A %}

g

Asymptotische Gutefunktion des Vorzeichentests
Gutefunktion des Vorzeichentests:

ﬁn(ﬂ) = H{N+ > K (n,a)};
Neuer MaRstab: § =~/n(u— ig) ; dann gilt

N, ~ Bi(n9),
wobei
9 = P{X;>po} = 1-F,(1o) = 1-F (g — ) = 1- F(~5/vn)

= 1—F(0)+%f(0)+0(1/n) — 1+2 £ (0)+0(yn);

n
n(o-3) ——— 91(0).

5 fest
Fir die Gutefunktion im & -Maf3stab giltbei n—oo (6 und o fest):

— kr (na)—ny

1/n19(1 V) 1/n19(1— V)

Bn(8) = Ps{N, > k (na)}=P

Nun gilt
N, —nd d

J@—v)
ke (na)=m ki (na)-n/2  n/2 L n2-n
Jwa—9)  Jn2 Jwa-v)  Jw@a—v)

_k(na)-n2 1 _\/ﬁ(ﬂ—*) . B

C Un2 2oa0) o) 4o~ 210,

— 4, —1 — 25f (0)

N(0,1)

und somit
Bn(8) — P{N(0,1) > 7, —25f(0)} = P{N(0,1) < —7_, +26f(0)}

Asymptotische relative Effizienz
Esse

n (=np) Stichprobenumfang beimt-Test (Verfahren A);

ng = Stichprobenumfang beim V orzeichentest (Verfahren B);
Ng

n
)\n:_B =
A

n

Wir betrachten nun den Grenziibergang n (= np) — oo, A\, — A, und wahlen dabei \ so, daf?
die beiden asymptotischen Giitefunktionen Ubereinstimmen (bei entsprechenden ¢ -Werten). Die
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asymptotische relative Effizienz (are = asymptotic relative efficiency) zwischen dem t-Test und
dem Vorzeichentest wird dann definiert a's:

ae(A:B) = Iim:—B = lim\, = \.
A

Wir haben oben die asymptotischen Gitefunktionen bestimmit:

BR(6) —— P{N(01) < —7_,, +6/0},

B

G (6) — P{N(0.1) < —z, +25F (0)}.
Dabei ist

beim Grenzprozess A: 6 =65 =+/Na (L — Ho);

beim Grenzprozess B: § = 6g =/ng (11— 119) = /N /Nasy/Na (11— 110) = \n 6
Um die asymptotischen Gutefunktionen vergleichen zu konnen, mul3 sich der Parameter § bel
beiden Grenzprozessen auf die gleiche Alternative d = ;. — gy beziehen; wir setzen daher

beim Grenzprozess A: 65 =68=+/n(u—po)  (beachte, dal3 n=ny),

beim Grenzprozess B: &g = /A, 6 =/ng (1 — 1p).
Da A\, — A\ konvergiert, so erhalten wir

B8 (630 ) —— P{N(0.1) < —z_, +25VX T (0)}.
Die beiden asymptotischen Gitefunktionen zu A und B sind identisch, falls

23 f(0)=21, dhfalls A=,
o 4o°f (0)
Somit betrégt die asymtotische relative Effizienz dest-Tests (Verfahren A) im Vergleich zum

Zeichentest (Verfahren B)
ae(A:B) = lim™B — lim\, = \ = %
n 40°1<(0)
Bemerkung:
Wir erhalten hier auf ganz anderem Wege das gleiche Ergebnis wie bei der Berechnung der

asymptotischen relativen Effizienz are()? : )Z) beim Vergleich der beiden Schétzfunktionen
X = arithmetisches Mittel von Xg,---, X,

X = Zentrawert von Xy,---, X,.
Die dort gegebene Tabelle mit Werten der asymptotischen relativen Effizienz bei verschiedenen
Verteilungen gilt also auch fir den Vergleich zwischen t-Test und V orzeichentest.
Im Fall der Normalverteilungist f (0) = J/(a\/g) , und die asymptotische relative Effizienz be-
trégt are(A : B) =7/2=1.57. Bei anderen Verteilungen kann der Zeichentest effizienter sein as
der t-Test.
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12. Unabhangige oder verbundene Stichproben?
Vier-Felder-Test oder Test von McNemar?

1. Problemstellung
Population wird einer Behandlung unterzogen (A=vorher, B=nachher):

ANBl+ -
ol P P2
- | P21 P2
1

Py = Wkeit, dald eine (zufallig ausgewahlte) Vp. vorher und nachher "positiv" ist

P> = Wkeit, dal3 eine (zuféllig ausgewahlte) Vp. vorher "positiv"
und nachher "negativ" ist

Ho: Po< P21 gegen Hi: po> pog
(Bei der zweiseitigen und der anderen einseitigen Fragestellung ist alles analog.)

2. Versuchsplan mit unabhangigen Stichproben; Vier-Felder-Test
Vorher und nachher je n Versuchspersonen zufallig auswahlen und befragen (zwei unabhangige
Stichproben je mit Umfang n);
X1 = Anzahl der Vp., welche vorher "positiv" sind ;
X5 = Anzahl der Vp., welche nachher "positiv* sind ;

Modell: M
X1 ~Bi(ndy), Y= P11+ Pro; X1 |k N
Xy~ Bi(n,ﬁz?.. 19? = P11+ Po1; X k n
X1, X, unabhangig. o
Ho: P2 < P21 e U1 <75 Sl B S

Hit pro> Py & 9 >s.
Exakter Vier-Felder-Test von Fisher:
Falls ¥, =9, d.h.falls pj, = pyy, sOgilt:
X1|X=k ~ H(2nnk).
Essei k; = rechtekritische o -Schranke zu H(2n,nk).
Verwirf Hy, falls X; > k; .

Asymptotische Gitefunktion:
urspriingliche Variablen: n, 9y, 95, «v .
neue Variablen anstelle von J; und 9, :

§ = n(vy—12) = Jn(pr - pa1)

9 =2(0+9,) = pru+3(Pi2+ P)-
Giitefunktion abhangig von n, 6,7, . Fir n— oo (6,7, a fest) gilt

u 0
By (8) —— PIN(0Y) < —7_, +———t.
20(1-9)

(Vgl. Kapitel 4: Asymptotische Gutefunktion zum Vier-Felder-Test;
beachte die unterschiedliche Definition von n.)
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3. Versuchsplan mit verbundenen Stichproben; Test von McNemar

n Versuchspersonen zuféllig auswahlen und jede Vp. zweimal befragen (zwei verbundene Stich-
proben je mit Umfang n; A = vorher, B = nachher);

X11 = Anzahl der Vp., welche vorher Stichprobe:
und nacher "positiv" sind N _
X12 = Anzahl der Vp., welche vorher positiv A
und nacher "negativ" sind + | X1 Xpo
- | X X
Modell: n

X = (X11, X12, X21, X22) ~ Mu(n, p1g, P2, P21, P22) ;
Ho: Pia<Por gegen Hi: ppo> pos.
Test von McNemar:
Falls pj, = pop, SO Gilt:
X1 X1o+ X0 =m ~ Bi(m3).
Essei k; =k, (m,«) dierechte kritische « -Schranke zu Bi(m,%).

Verwirf Hy, falls X >k, .

Asymptotische Giitefunktion:
urspriingliche Variablen: n, pyo, po1, @ .
neue Variablen anstelle von po, und poq:

§ = n(p—po1)  (wiebem Vier-Felder-Tes);
p= %(plz + P21)-
Esgilt dann
Pz =Pto = und pu=p—- '~
2 2\/ﬁ 21 2\/ﬁ :
Die Gutefunktion ist abhangig von ® = (n, ¢, P, «) , und wir kdnnen schreiben
Y (8) = P, {Test von McNemar verwirft Ho }

n
(1) = Z P. {X12 + Xo1 =m}Py {Teﬂ verwirft Ho[Xyp + X1 = m}
m=0 -
= Bn\m(‘s)
Nunist Xi + Xp1 ~ Bi(n, po+pPyy) . und daher gilt
xlztle P s Pio+ Py = 2P filr n— oo.

Wir betrachten daher bei der bedingten Gitefunktion ﬁn‘m(é) den Grenziibergang
(20 n—oo,mn—2p (6, P, fest).
Esgilt dann
ﬁn‘m(é): Py, {Test verwirft Ho| Xgp + X1 = m} = Py { Xqp > ke (M,a)[Xgp + X1 = m}
Nun ist
Xip| X124+ X =m ~ Bi(mp),
wobel

P2 _i[§+ 5]_;+ §
P2+ P21 2P 2Jn) 2 4pyn’



und daher konnen wir schreiben
Bejm(©) =P {X12 > ke (M) [ Xgp + X1 = m} = P{Bi(mn) >k (ma)}

©) 5 Bi(mn)—mn k. (ma)—my

- Jmn(d—mn) Jmn(d—mn)
Nun gilt

Bi(m,n)— mn d
Jmn(L—mn)

kr(m,a)—m17:kr (m,a)—m/Z. \/5/2 N m(%—n)
N Jm/2 Jmp-n)  Jmy—n)

N(0,2)

(@) Ck(ma)-m2 1 m@p-3
Jm/a 2 n-n)  Jn@-n)
—4_q -1
Der letzte Termin (4) kann geschrieben werden als
ym(—n) x/_(2 D) 5 6
2Ppe—=—,
B B A i B T
und somit gilt
ke (M) —mn , B
Jmn@d—n) e J2p

und wir erhalten aus (3)

5 5
Bejm(6) —— P[N(O,1)> 2 —E} = PlN(O,1)<—zl_a +E :

Und nun folgt (wie beim Vier-Felder-Test), dal? auch die unbedingte Gitefunktion den gleichen
Grenzwert besitzt:

0
8y (§) — P{N 01 < —Z_a—i——_} fur n—oo (6, P, fest).

Asymptotische relative Effizienz

Popul ation:
NI -
+ P11 Po
- P21 P22
d=pi— P2

§=~/n(pr2— Pa1)
Hi:pp>py dh. d>0 dh §>0

1. Versuchsplan: Unabhéngige Stichproben mit Vier-Felder-Test (U)
2. Versuchplan: Verbundene Stichproben mit Test von McNemar (V)



Esse
n =ny = Stichprobenumfang bei (U)
(unabhéangige Befragungen, Vier-Felder-Test von Fisher);

n, = Stichprobenumfang bel (V)
(verbundene Befragungen, Test von McNemar);
==
ny n

Wir betrachten nun den Grenziibergang
(5 n—oo, Ay — A (P11, P2, 6 und « fest) .

Dann gilt:
P = 2(pi2+P2u) = 2(1- piy— p)  bleibt fest beim Grenziibergang (5);
J = py +%(p12 +P21) = PutP bleibt fest beim Grenzibergang (5).

Nun wahlen wir beim Grenziibergang (5) den Wert A so, dal3 die beiden asymptotischen Giite-
funktionen Ubereinstimmen und beachten, dal? beim Grenzprozess zu (V) der Parameter § zu er-
setzen ist durch

n-6=ny/n-In(pr2 — par) = ny (P12 — paa) -

Die beiden asymptotischen Gutefunktionen sind dann identisch, falls

&_: 1 gh fals Aa=—P
2p  J29(1-9) Y(1—10)
Somit gilt
are(U:V)=limL = limi\, =A=—P
2(1-0)

ny
Esgilt: 0 < are(U:V) < 2.

Beispiele:

P21 P22
Hierist: P=<(py + ppy)=0.05
P 2 2 211) - areUiv) = 0% 1
RS
P21 P22 Y



13. Zur Optimalitat von erwartungstreuen Schatzfunktionen

Ungleichung von Cramér-Rao
X ~Fy, 9€0 (c IR)

9 1-dimensionaler Parameter

X =(Xg,+, Xp) n— dimensionale ZufalsgroRe
X (c IRn) Stichprobenraum

T X— IR Schétzstatistik fur
Annahme:  Ey(T(X)) = v Vi e®

d.h. T ist erwartungstreu fir
Gutema:  Vary (T(X));
kleine Varianz: gute Schéatzfunktion.
Ublicher Optimalitatsbegriff:
Tist optimal (effizient), fals gilt:
1) Tisterwartungstreu fir ;
2) T hat kleinstmdgliche Varianz unter allen erwartungstreuen Schétzfunktionen.
Log-Likelihood-Funktion:
In X im diskreten Fall
((0;x)= Py (¥) _ _
In fy(x) im stetigen Fall

Score-Funktion:

gy ()= i diskreten Fal
i) =L o) =1 Py (X
’ _% ’ - .
D ity (=20 i setigen Fal
09 fa(X)

Regulérer Fall:
1. Wertebereich der Zufallsgréf3e X unabhangig vom Parameter ¢ ;

2. ©= offenesInterval;

3. Dichte f,(x) bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion p, (x) zweimal stetig differenzierbar
nach 9 ;

4. Differentiation nach ¥ und Integration bzw. Summation bzgl. x vertauschbar.

Im reguldren Fall gilt:

Ey({(v:%))=0.
Die Fisher-Information ist definiert als

3(0) =By [(9:)] = Vary ((9:%)) =~y ({(9:%)).
Cramér-Rao-Ungleichung:

Wenn T: X — IR erwartungtreu ist fir @, dann gilt Var, (T (X)) > ﬁ
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Satz von Rao

Nullschatzer:
Eine Statistik T: X — IR heif3t Nullschatzer, falls E, (T(X)) = 0 V0 e®.

Satz von Rao:
Wenn T: X — IR erwartungtreu ist fir <, dannist T genau dann effizient, wenn fir jeden

Nullschétzer To gilt: Cov,y (T(X),To(X)) = 0 ¥we®.

Satz von Rao-Blackwell

Essai
T:X— IR eine suffiziente Statistik fir 9 ;
0. X¥— IR eine erwartungstreue Schéatzfunktion fur o ;
I(t)=E, (é(x)h(x):t).

Dann ist 5(t) unabhéngig von ¢, da T suffizient ist fiir @, und es gilt:
Eﬁ[ﬁ(T(x))]z Eg(0(X))=0 voeo

Va@[ﬁ(T(X))] < Var (9(x)) Voeo,

d.h. 5(T (X)) ist eine erwartungstreue Schatzstatistik fiir ¥ mit einer Varianz, die nicht groRer

sein kann als die Varianz von ﬁ(x) . Bei Vorliegen einer suffizienten Statistik T ist eine effizi-
ente Schétzfunktion somit faktorisierbar tber T.

Satz von Lehmann-Scheffé

Vollsténdige Verteilungsfamilie:
Essel §={Fy|0c®}.DieFamilie § heift vollstandig, wenn fiir jede messbare Funktion
g X— IR gilt:
Ey(9(X))=0We® = g(x)=0fu].
Vollstandige Satistik:

Es sei
T X— IR eine Schétzstatistik fir ;
Gy die Verteilungsfunktion von T (X) falls X ~ F,.
3r={Gy|veo}.

Die Statistik T heif3t vollstandig, wenn die Verteilungsfamilie §1 vollstandig ist.

Satz von Lehmann-Scheffé:;
Essai T X— IR eine vollstandige suffiziente Statistik fir o ;
9. X — IR eine erwartungstreue Schéatzfunktion fur o ;

A~

I(t)=Ey (9(X)[T(X)=t).

Dann ist 5(T (X)) effizient fiir v (erwartungstreu mit kleinstmdglicher Varianz), und im we-
sentlichen ist dies die einzige effiziente Schétzung fir o .



Zum durchschnittlichen gquadratischen Fehler

Essel
T. X — IR eine Schatzstatistik fur ¥ (nicht notwendigerwei se erwartungstreu).

Dann ist der durchschnittliche quadratische Fehler (M SE = mean square error) definiert als

MSEy (T(X)) = Ey (T(X)=v)’.
Falls T erwartungstreu ist fir ¢, so gilt

Ey(T(X)) =70

2

Vany (T(X)) = Ey(T(X)=9)" = MSEy(T(X)).
Falls T nicht erwartungstreu ist fur ¢, so gilt

By (T(X)) = m(v);

m(¥)—v = b(¥) = Verzerrung (= Bias) von T;

2 2

(T(X)=m(9))" +(m(2)-v)

= Vary (T(X))+b?(v).

MSEy (T(X)) = Ey(T(X)-v)"
= Ey(T

Ey
Ey

Es gibt Schatzfunktionen, bei denen der durchschnittliche quadratische Fehler MSE kleiner ist

alsdie Varianz der effizienten erwartungstreuen Schéatzfunktion!

47
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14. Informationsmatrix bei mehrdimensionalem Parameter

Ausgangssituation
X ~F), 0c0 (c IRk);

¥ =(y,-+,9) k-dimensionaler Parameter;

C) (c IRk) offenes k-dimensionales Intervall;
X =(Xg,"+, Xp) n— dimensionale ZufallsgroRe;
x (C IR“) Stichprobenraum;

T: ¥ — R Schatzstatistik fir .

Mathematische Grundlagen
Lit.: Witting (1985). Mathematische Statistik |; S.153 ff.

7:0— IR dh. 9=(d, 0 )e® — ~(?)eIR.

Gradient von ~ :
g_g = partielle Ableitung von y nach ¢;;
|

Oy

o

T

Oy 9y = (kx1)=Gradient von .

o0, oY

Hesse-Matrix:
327
aﬁiavj

= 2—fache partielle Ableitung von -y nach 4 und 9;;

327
8&30j

8Ly:
o2

= (kx k) = Hesse— Matrix (symmetrisch).

Jacobi-Matrix (Funktional matrix):

710 — IR";

V= (%---,vh )T = Vektor mit h Komponenten,;

% (9) = (0, 9 );

a_;i: partielle Ableitung von ~; nachﬂj (i=l---,h; j =l~~-,k);

i

i
9V

oy _

5 = (hx k)= Jacobi - Matrix (Funktional matrix).
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(Fisher-) Informationsmatrix
X ~ Fy, 0cO (c IRk);

F={Fy|v<©}= Familiealler zulzssigen Verteilungen;
stetiger Fall:  fy = Dichtezu Fy;
diskreter Fall:  p,y = Wahrscheinlichkeitsfunktion zu F;

Regulérer Fall:
1. Wertebereich der Zufallsgréflze X unabhéngig vom Parameter ¥ ;
© = offenes k-dimensionales Intervall;

2
3. Dichte fy(x) bzw. Wfunktion p,(x) zweimal stetig differenzierbar nach v ;
4

Differentiation nach 9 und Integration bzw. Summation bzgl. x vertauschbar.

Log-Likelihood-Funktion:
In py (x) im diskreten Fall

L(D;X)=
(9:%) In fy(x) im stetigen Fall

Score-Vektor:

E(ﬂ;x):%ﬁ(v;x):(kxl).
Im reguléren Fall gilt:

Ey(((v:%))=0.

Essal (= 6'(0; X)=(kx1). Dannist die (Fisher-) Informationsmatrix definiert als

3(9) =By | 47| =Cov, ({)=(kxk)
— Kovarianz-Matrix des Score-Vektors £ = é(z?; X).

Im reguldren Fall kann die Informationsmatrix auch geschrieben werden als:

32
(0%
52 (% X)

J(0)=—Ey =—Ey ({(9:X)).

Cramér-Rao-Ungleichung im mehrdimensionalen Fall
a) Vergleich von Kovarianz-Matrizen (Léwner-Ordnung):
Lit.: Witting (1985). Mathematische Statistik I, S. 59.

15: X — IR erwartungstreue Schéatzstatistik fur 9 ;

15: X — IRK andere erwartungstreue Schéatzstatistik fir 9 ;
~ ~ ~ T
Cy=Covy (9(X)) =Ey (0 -v)(d—0) =(kxk);

- ][B—ﬂ]T:(kxk).

] vu=(kx1)

< »
NS

C,=Cov, [5(x)]:E19[

c
< »

J besserds 0 < Var(uﬂﬁ)gVar[ i

& Cy,—Cy positiv semidefinit
& Cp < C, (Définition der Lowner-Ordnung).
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b)

Mehrdimensionale Cramér-Rao-Ungleichung:
Lit.: Witting (1985). Mathematische Statistik I, S. 317 ff.

Essai
J: X — IRK eine erwartungstreue Schéatzstatistik fur 9 ;

C=_Cov, (ﬁ(x)) =Ey (15 - 19)(15 - 19>T = Kovarianzmatrix von 9 ;
J(¥) dieInformationsmatrix (wie oben).

Dann gilt:
C > J_l(ﬂ) (im Sinne der Léwner-Ordnung) .

Die inverse Informationsmatrix ist eine untere Schranke (im Sinne der Léwner-Ordnung) fur
die Kovarianzmatrix eines beliebigen erwartungstreuen Schéatzvektors o .

5. Asymptotische Verteilung von Maximum-Likelihood-Sché&tzungen
Lit.: Cramér (1945). Mathematical Methods of Statistics, S. 500 ff.

Esse

X1,-++, X unabhéngig, je mit der gleichen Verteilungsfunktion Fy, ¥ c© (c IRK ) X
stetiger Fall:  f, = Dichtezu Fy;

diskreter Fall:  py = Wahrscheinlichkeitsfunktion zu Fy;

Inpy(X) im diskreten Fall

Infy(x) im stetigen Fall

= Log-Likelihoodfunktion der Komponente X;

((9;x) =

J(¥) diezugehorige Informationsmatrix;

D die Maximum-Likelihood-Schatzung fir o .

Dann gilt im reguléren Fall:

Jn(d-v) 9 N (0.%) wobei £=3"1(v).

n—oo

Eine Maximum-Likelihood-Schétzung ist also im reguléren Fall

*  konsistent,
»  asymptotisch erwartungstreu,
»  asymptotisch normalverteilt und

»  asymptotisch effizient (asymptotische Kovarianzmatrix = inverse Informationsmatrix =
Cramér-Rao-Schranke).
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15. Zur empirischen Verteilungsfunktion

1. Einfuhrung
X (eindimensionale) Zufallsgrofze mit beliebiger Verteilungsfunktion F.
Ziel: Verteilungsfunktion F schétzen.

Analoges Problem fur Wahrscheinlichkeiten:
A beliebiges zufélliges Ereignis mit unbekannter Wahrscheinlichkeit P(A).
Ziel: P(A) schétzen.

Klassisches Vorgehen:
Zugrunde liegendes Experiment n-mal durchfihren;

Y = Anzahl der Versuche, bei denen A eintritt;

dann gilt: Y ~Bi(n,9) mit 9= P(A);
Y/n L 9
n—oo

Vertrauensgrenzen fur 4 mit bekannten Verfahren bei Binomialverteilung.

Nun wollen wir analog vorgehen, um die Verteilungsfunktion F zu schétzen.

2. Empirische Verteilungsfunktion
X (eindimensionale) Zufallsgrofze mit beliebiger Verteilungsfunktion F.

Zugrunde liegendes Experiment n-mal durchfihren;
- Xg, Xp unabhangig, je mit Verteilungsfunktion F;

X1ot s Xn zugehorige Realisationen.
Empirische Verteilungsfunktion zur Stichprobe xq,---, Xy :

Fn(x)zl-#{i % < mit xe IR

n

zl-AnzahI der x; mitx <x.
n
Empirische Verteilungsfunktion zu den Zufallsgrofzen Xq,---, X, :

Fn(x)zl-#{i|xi <x} mit xe IR.

n
(= empirische Verteilungsfunktion als zuféllige Funktion!)

3. Satz von Glivenko-Cantelli (Hauptsatz der Statistik)
Essei F, dieempirische Verteilungsfunktion zu Xg,---, X, . Dann gilt aufgrund des schwachen Ge-

setzes der grof3en Zahlen;

Fn(X) P, F(x) fir jedesx € IR, d.h.
n—oo
|Fn(x)—F(x)| P, 0 fur jedesx € IR.
n—oo

Satz von Glivenko-Cantélli:
Fur jede beliebige (stetige oder diskrete) Verteilungsfunktion F gilt:

P
sup | Fn ()= F (x)| —— o.
x€ IR n—oo
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Anwendung:

a) Beispid:
W= f xdF = Erwartungswert von X;
fi= fxdF (Xg+-4 Xq) = X.

Wenn in der Definition des Parameters (Funktionals) p = p(F) die unbekannte Verteilungs-
funktion F ersetzt wird durch die empirische Verteilungsfunktion F,,, dann erhdlt man als
Schétzfunktion /i = u(F,)= X.

b) Eine algemeine Schatzmethode (sogenannte Plug-in Methode):
Essei ¥ =1(F) ein Funktional von F (beliebiger Parameter von F). Wenn wir nun in der Defi-
nition des Funktionals ¥ = ﬁ(F) die unbekannte Verteilungsfunktion F ersetzen durch die empi-
rische Verteilungsfunktion F,, , dann erhalten wir fiir den unbekannten Parameter ¢ = 79(F) die
Schétzfunktion 0 = 9(F,) . Da F, — F fiir n— oo aufgrund des Satzes von Glivenko-Cantelli,
s0 kann man erwarten, daR auch 9 = V(Fy)—9(F)=1 fir n— oo; die Schatzung ) =9(Fy)
wird also im allgemeinen zumindest konsistent sein.

4. Satz von Kolmogoroff
Esseien
Xq,--+, X, unabhangige Zufallsgrofen je mit gleicher Verteilungsfunktion F;
F, die zugehorige empirische Verteilungsfunktion;
Dy = sup | Fn(X)— F(x)[;
xR

DrT=XSglg(Fn<x)—F<x>>:

Dny = sup (F (x)~ Fy (x))

FallsF stetigist, so ist die Verteilung dieser drei Statistiken unabhangig von der speziellen Form von
F, und asymptotisch gilt:
d

YDy —— K();
o —S L)
Jn Dy ? L();

dabei sind die beiden Grenzverteilungen K (= Kolmogoroff-Verteilung) und L definiert als

o0
= 1+ZZ k e 2V > (—1)ke_2k2y2 (fur y > 0);

k=—00
2

L(y) =1-€" 2y (firy > 0).
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Bemerkung zum Beweis:
1° Wenn X eine ZufallsgréRe ist mit der stetigen Verteilungsfunktion F, dann besitzt die Zufallsgro-
Be Y = F(X) eine Gleichverteilung (Rechtecksverteilung) im Intervall (0,1): Y ~U (0,1).
2° Esseien

Xq,--+, X}y unabhéngige Zufallsgrofen je mit der gleichen stetigen Verteilungsfunktion F;

Y =F(X;), fur i=1...,n.
Dannsind V;,--+,Y,, unabhangige ZufallsgroRen je mit einer Gleichverteilung U (0,1). Esseien F,
und G,, die empirischen Verteilungsfunktionen zu Xq,---, X, bzw. Y,---,Y,,, und G sei die Vertei-
lungsfunktion zu U (0,1). Dann gilt F, (x)—F (x)=G,(y)—G(y), wobel y=F( ) Somit bleiben
die Abstande D,,, D7 und D;; invariant bei der Transformation Y, = F(Xi), i=1...

Zur praktischen Durchfihrung:

Die exakte Verteilung der Statistiken Dy, D" und D;, fiir endliches nim stetigen Fall findet man in
StatX act (Statistics, One sample, Kolmogorov ...). Man beachte, dass eine Zufallsgréf3e X mit einer
beliebigen stetigen Verteilungsfunktion F durch Y = F (X) in eine Zufallsgréf3e Y mit einer Gleich-
verteilung U (0,1) transformiert werden kann. Falls F Spriinge aufweist, so hangt die Verteilung der
Statistiken Dy, D und D;, von der speziellen Form von F ab. Die exakte Verteilung fir einige aus-
gewdhlte diskrete Verteilungen findet man wiederum in StatXact (Statistics, One sample, Kolmogo-

rov, ...).

5. Test von Kolmogoroff (Einstichprobenproblem)
Xq,--+, X,y unabhangige Zufallsgrofen je mit gleicher Verteilungsfunktion F;
Ho: F=FRy (Fo= vorgegebene stetige Verteilungsfunktion);
Hi: a F &R

b) F(x)>Fy(x) Vxe IR (undF £ Fp)

c) F(x)<Fg(x) ¥xe IR (undF £F)
Berechne die Teststati sti ken

n—Xs:Ig|F —Fo()];
D = XS;JI%(Fn(X)— Fo(x));
Dy = wp (Fo (%)= Fn(x))-

Unter Hg ist die Verteilung dieser drei Statistiken unabhangig von der speziellen Form von F.
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Testvorschrift im Fall a):
Berechne fir die vorliegende Stichprobe x,---, %, den Wert der Teststatistik D, :

dobs = SUP | Fy (X)—F(x)| ~ wobei F, = empirischeVerteilungstkt. zuxq, -, X ;
xR
berechne dann den exakten p-Wert

Po= I:)O{Dn zdobs};
verwirf Hq, falls pg <o .

Analog fur die Probleme b) und c).

Praktische Durchfihrung mit StatXact (Statistics, One sample, Kolmogorov ...). Auch im diskreten
Fall (d.h. falls Fy diskret) berechnet StatXact die exakte Ldsung fur einige ausgewahlte Verteilungen.

6. Satz von Kolmogoroff-Smirnoff

Esseien
)(1,...,)(nl
v unabhangig, je mit gleicher Verteilungsfunktion F ;
e Yo,

Fn, dieempirische Verteilungsfunktion zu Xy, -+, Xp, ;

G, die empirische Verteilungsfunktion zu Y-, Yy, ;

D+:)§,:|;;F;2 Fry (X) = Gn, (X)):
D = Xs:"g (Gn2 (x)— Fnl(x)).

FalsF stetigist, soist die Verteilung dieser drei Statistiken unabhangig von der speziellen Form von
F; sie hangt nur ab von den beiden Stichprobenumféngen ny und n, . Asymptotisch gilt:

fep 9 k),
nl—|—n2 ny,N,—00
,nlnz D+ d L(),
nl—|—n2 n,Np—o00
o S gy,
M +no Ny,Ny—00

dabei sind die beiden Grenzverteilungen K und L definiert wie oben beim Satz von Kolmogoroff.

Die exakte Verteilung der Statistiken D, D™ und D™ fiir endliche Stichprobenumfénge ry und n,
kann man berechnen lassen mit StatX act (Statistics, Two independent samples, Kolmogorov-Smirnov,
...). Falls F Spriinge aufweist, so hangt die Verteilung der Statistiken D, D™ und D™~ von der spezi-
ellen Form von F ab, und es kdnnen dann Bindungen auftreten. In diesem Fall berechnet StatX act
die exakte bedingte Verteilung bei gegebener Bindungsstruktur.

7. Test von Kolmogoroff-Smirnoff (Zweistichprobenproblem)

gy X je mit der gleichen Verteilungsfunktion F

je mit der gleichen Verteilungsfunktion G

L1

unabhangig, {
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Ho: F=G (= beliebige Verteilungsfunktion)
Hi: & F &G
b) F(x) > G(x) VxelR (undF £G)
c) F(x) < G(x) VxelR (undF £G)
Unter Hy ist die exakte Verteilung der drei Statistiken D, D™ und D™~ berechenbar (bei Bindungen:

exakte bedingte Verteilung bei gegebener Bindungsstruktur).

Testvorschrift im Fall a):

Fn, die empirische Verteilungsfunktion zur vorliegenden Stichprobe xg,-- " Xny 5
an die empirische Verteilungsfunktion zur vorliegenden Stichprobe y;,---, Yn, :
Berechne den Wert der Teststatistik D:

dops = SUP ‘ Fiy, (X) =G, (x)‘ ;
xclR

berechne dann den exakten p-Wert
Po=Po{D > dops}
verwirf Hy, falls pyg <o .

Analog fur die Probleme b) und c).

Praktische Durchfihrung mit StatX act:
Satistics, Two independent samples, Kolmogorov-Smirnov, ...
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16. Uber Dichteschatzung

Einfihrung

Xq,--+, X,y unabhangig, je mit gleicher Verteilungsfunktion F;
F unbekannt;

f Dichtevon F, f stetig;

F schétzen: F,= empirische Verteilungsfunktion;
FalX) —— F(x);

n—oo

Jn(Fy (%)= F(x)) _d, N(O,TZ) mit 7% = F(x)(1- F(x)).

nN—oo

f schéatzen: m?

Histogramm-Schéatzer

Annahme: Wertebereichvon X;: [A,B| mit —co<A<B<oo;

Wertebereich der X; zerlegenink Intervalle gleicher Lange: 14, 15,1 ;
Intervall-Lange: b=(B— A)/k;

v =P{X el }:flj f(x)dx ~ b- f;, wobei f; =Dichtein der Intervallmittevon I ;

n; :#{i\xi elj}: absolute Haufigkeit im Intervall j (i =1---,n; j=1---,K);

nj ~ Bi(n,ﬁj>;
n.
4 L 191- ~Db- fj ;
n n—co
A~ n;
f; =1 Histogrammschétzung fur fj (= Dichtein Intervallmitte von | j).
‘n
Falls
n— oo
k— oo (dh.b—0)
nj — oo (d.h. ndj — oo bzw. nb — o),
so gilt:
lj —{x};
;P

fi —— f (x);

\/E( fj —f (x)) L N (0,02(x)>.
Eine verbreitete Faustregel besagt, dal? k ~ Jn betragen sollte. In diesem Fall gilt fur die zen-
tralen Intervalle n j ~ n/k ~ Jn, und die Konvergenzgeschwindigkeit des Dichteschétzers ﬂ
betragt somit \/ﬂ ~ n% , wahrend die Konvergenzgeschwindigkeit im Falle der empirischen

Verteilungsfunktion ~/n betragt.
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Kern-Dichteschéatzer

X, -, X, Realisationen zu Xq,---, X3
Beispiel einer Kernfunktion:

1 fir xe[-3,+4]
0 sonst;

K = Rechteckskern auf [—%+%] ;

1 (x 1 flr xe b —i—El
Kp(X)==K|=|=1b 2 2
b b
0 sonst;
Ky = Kern K mit Bandbreite b.

Allgemeine Kernfunktion:
K: IR—[0,00) mit fK(x)dx:l;

Kp (X) _1 K|X| KernK mit Bandbreite b (b = Skalenparameter).
Vb b

Kern-Dichteschéatzer:
“ 10
f(9==3"Kn(x=x%).
i=1

Esqilt:

o0 D)

f f(x)dx:%ij Kp(x—x)dx = 1;

i=1_

=1

fir b — 0: f — Nadelplot (zu zackig, undersmoothing);
flrb — oo: f verflacht zu0 (zu glatt, oversmoothing).
Falls
n—oo, b—0 und nb— o,
so gilt:

f(x) —— £(x).

Das Konvergenzverhalten des Kern-Dichteschétzers und des Histogrammschétzers ist im we-
sentlichen gleich.



58

17. Invarianzprinzipien, Pitman-Schéatzer

Literatur:
Witting (1985). Mathematische Statistik |, Seite 436-446.

1. Lagemodelle

X1,..-, X,y unabhangig, je mit gleicher Dichtefunktion f;

fg(x)=f(x—0) f bekannt, ¥ € R.

Man spricht dann von einem Lagemodell (Lokationsmodell), weil nur der Lageparameter ¢ unbe-
kannt ist.

Wir wollen den Lageparameter ¥ optimal schétzen aufgrund einer Stichprobe x,..., X, . Dabei soll
die Schétzung aquivariant bleiben bei Lagednderungen, d.h.

ﬁ(x1+d,...,xn+d):15(x1,...,xn)+d vdeR.

Optimalitétsforderung an
1) 9 soll quivariant sein bei Lagesnderungen;

2) MSE(@)zEﬁ(qa—ﬁ)Z L min.

2. Aquivalenzklassen, Translationsbahnen

Bei einem Lagemodell ist der Stichprobenraum zu Xj,..., X, stets gegeben durch X = IR" . Es sei
te IR" und

X :{(xl,...,xn) | % —t=c Vi},

d.h.
X=(X,....% )€ Xy & FceIRmMitx =t +cVi.
Die Menge X, heif}t daher Transationsbahn zu t. Die Menge X; nennt man auch eine Aquivalenz-
klasse. Wenn zwei Punkte x und X zur gleichen Aquival enzklasse (Translationsbahn) gehdren, so
schreiben wir x= X (lies. x ist dquivalent zu X). Esgilt also
X=X & IteX mitx,Xe X,
& Jce R mitx —% =cVi.
Aquivalenzkl assen-Statistik
Wir betrachten die Statistik T: X — X , welche definiert ist durch
X= (XX ) = T(X) =t =(0,X — Xq, X3 — Xq,.., Xy — %) -
Esgilt offensichtlich
TX)=T(X)& % —X=%—% Vi
& X —% =X —% =CVi
& X=X



59

Die Statistik T ordnet jeder Aquivalenzklasse einen (eindeutig bestimmten) Reprasentantent zu. T
hei 3t daher eine Aquivalenzklassen-Statistik. Wir fragen uns, ob es weitere Aquival enzkl assenstatisti-
kengibt. Essei T:X — X eine beliebige Aquivalenzklassen-Statistik, d.h.

fur alle xe X gilt T(x)=1 € X,. Dabei sei t der Représentant der Statistik T . Danun beide Re-
prasentanten t und f zur gleichen Aquivalenzklasse gehoren, so gilt t; — =c fur i=1,...,n. Die

beiden Représentanten der Statistiken T und T kénnen sich also nur durch eine Translation unter-
scheiden.

Invariante eindimensionale Statistiken
Eine Statistik h: X — IR heif}t invariant, falls h(x)=h(x) fur x= X. Eineinvariante Statistik be-
sitzt also fir alle Werte einer Translationsbahn den gleichen Wert, d.h.

fur ale xe X, . Jede
invariante Statistjk kann somit dargestel it werden pl's eine Funktion der Aquivalenzklassen-Statistik:

h(X)=h(T(X)}. *

Zerlegung einer aquivarianten Schatzfunktion
Wir suchen nun eine vereinfachende Darstellung einer aquivarianten Schétzfunktion 0% — IR.
Einfache &quivariante Statistiken sind beispielsweise:

n—1
Essei nun

9:X— R eine aquivariante Schatzfunktion;

eeX— IR eine (einfache) aquivariante Statistik.
Dann ist offensichtlich h(x)= 15(x) —e(x) eineinvariante Statistik und daher darstellbar als
h(x)=h(T (x)) . Damit kann jede &guivariante Schétzfunktion J: X — IR dargestellt werden als

ﬁ(x):e(x)Jrh(x),

wobel
e: X — IR eine (einfache) aquivariante Statistik und
h:X — IR eineinvariante Statistik ist.

3. Ldsung des Optimalitatsproblems, Teil 1

Esqilt
MSE(J(X))=E, (@(x)—ﬂ)z E f(é(x)—ﬂ)z £{M(x)dx,
x
wobei

flgn)(x): fo (%) fo(X)=F(x—0)f (X —0)= f(n)(x—ﬁv)

X—1y = (% — 0% —10,..., % — ).
Da 9 eine dguivariante Schatzfunktion ist, so gilt 15(x)—19:1§(x—19\,) , und daher kdnnen wir
schreiben
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MSE(i(X ))zEﬂ(ﬁ(x)—ﬁ)zzf(ﬁ(x)—ﬁ)z fg”>(x)dx
_fvxv xvdx_fo X)dx = Eo(ﬁz)

J ist aquivariant und somit darstellbar als

9=9(X)=e(X)+h(X),
wobei e: X — IR eine beliebige aquivariante Statistik und h: X — IR eine beliebige invariante
Statistik ist. Nunsei T: X — X eine beliebige Aquivalenzklassen-Statistik, und wir wollen den Satz
iiber den bedingten Erwartungswert anwenden auf die beiden ZufallsgroRen 9%(X) und T(X):

MSE(@(X)):EO(éZ):EO(EO(éZ‘T)): Il Eo(@Z‘T:t)g(t)dt

- [ & [[e(x)+ h(t)]z‘th]g(t)dt . min,
|Rn-l
wobei g(t) die Dichte der (n—1)-dimensionalen ZufallsgroRe T (X ) bezeichnet. Aufgrund der Mi-
nimumsei genschaft des Erwartungswerts gilt

Eo [[e(x)+ h(t)]z‘th]: min
fals
(2) h(t)=—Ep(e(X)[T=t).
Wennwir also h(t) definieren gemai (2) firr alle Werte der Statistik T , dann wird der Integrand im
letzten Integral von (1) punktweise minimal, und damit ist die optimale Schétzfunktion gegeben durch
(3) O(X)=e(X)+h(T(X))=e(X)—Eq(e(X)[T(X)).
Dabei ist e: X — IR eine beliebige dquivariante Statistik und T: X — X eine beliebige Aquiva-
lenzkl assen-Statistik.

(D)

Folgerung:
Die optimal e Schatzfunktion D gemal’ (3) ist stets erwartungstreu, denn es gilt
(@) Ey(J)=Ey(e(X))+Ey(n(T(X))).
Nunist e: X — IR aquivariant ist, und somit gilt

E) (e(X)) = Eo(e(X))+0;
weiter ist h(T): X — IR invariant, und somit gilt

£y [(T(X))] = Eo[n(T(X))| = Eo|~Eo(e(X)[T (X))| = ~Eo (e(X)),
und damit gilt

Ey ()= Eo(e(X))+ — Eo(e(X))=v

was zu beweisen war.
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Beispidl:
Xq,..., X, seien unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Normalverteilung N(M,az) . Bei festem o2
bildet die Familie { N(u,02)|u € IR} ein Lagemodell, und wir suchen den optimalen invarianten
Schétzer fur ;. Gemal (3) hat dieser Schétzer die Form
A(X)=e(X)+h(T(X)),
wobel
h(t)=—Eo(e(X)[T(X)=t).
Wir wéhlen
T(X)=(0,Xz—Xq, X3—Xq,..., Xnp—Xq);
oX) =X =2 Ko
Dann gilt fur
E()?(xj —xl)):o fir j=2,3....,n;
somit sind die beiden ZufallsgréRen X und T(X) unkorreliert und daher auch stochastisch unabhén-
gig (multivariate Normalverteilung!). Daher gilt
(T (X))=~Eo( X[T (X)=t)=—Eo(X) =0,
und wir erhalten
i(X)=e(X)+h(T(X))=e(X)=X.
Die Schétzfunktion i = X ist also invariant und erwartungstreu, und es gilt MSE(/i) = min . Dies gilt

fur beliebige Werte von o2,
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4. Losung der Optimalitatsaufgabe, Teil 2
Essel
X =(Xg,...,Xp) unser Zufallsvektor;
fx (X,-.-,Xq) die zugehdrige Dichtefunktion;
T(X)=(0Tp.T,... Tq) mit Tj =X — Xq;
e(X)=Xy;
h(t) = Bo(Xy[T=t).
Wir wollen den Erwartungswert h(t) berechnen. Es sei
Y =M Y2, Yn) = (Xg, Xo—=Xq,.o0, X =Xg) = (X1, Tp-., T ) s
und fy (yy,...,yn) sei die Dichtevon Y . Wir wollen die Dichte fy bestimmen. Es sei
110 --- O
; dannist A 1= 1 1.0
1|0 1
und esist det(A):det(A’l) =1. Wenn wir die obigen Zufallsvektoren X und Y a's Spaltenvekto-
ren auffassen, dann gilt Y = AX , und die Funktional determinante der linearen Transformation ist 1.
Somit ist die Dichtevon Y gegeben durch
fy (¥)= fx (A7) = fxx (Y1, Y1#¥2, Ya+Yae - Vi) -

Wir bezeichnen die gemeinsame Verteilungvon X; und T mit f(Xl,T) und die bedingte Dichte von

X1 gegeben T =t mit fxl\T:t . Dann gilt
fxl\T:t(Xﬁ: f(le’T)(XLO: i
T (1) fr (t)
Die Randdichtevon T ist gegeben durch
fr (t):ffy(yl,tz,...,tn)dyl
IR

:ffx(Y1,t2+Y1'---,tn+Y1)dY1
R

Mit der Substitution z= x — y; erhalten wir
z=x—Yy, undweiter t; +y; =(Xj —x)+ (X —2)=X; -2,
und somit kdnnen wir schreiben
fr (t):ffx (% —2,%—2,...,%,—2)dz.
IR
Jetzt wollen wir den Erwartungswert h(t) berechnen. Esist

h(t)= EO(X1|T=t):fu fxl\T=t(U>dU

R
1
=—— | ufy(ut,,...,t,)du
fT(t)LL‘ Y( 2 n)
1

fu fx (u,tr+u,...,t,+u)du.

g
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Mit der Substitution z= x — y; (wie oben) erhalten wir

h(t):%(t)f(xl— z) fx (q—2%—2,...,X,—2)dz

IR

:xl—ifzfx(><1—z,x2—z,...,xn—z)dz,
fr (t) L
und somit ergibt sich fir unsere optimale Schétzfunktion die Darstellung

O(x)=e(x)—h(t)=x —h(t)

fzfx(xl—z,xz—z,...,xn—z)dz

_ IR
f fx (X — 2% —2...,% —z)dz
IR
Wegen der Unabhéngigkeit der Komponenten Xy,..., X,, kénnen wir schlief3dlich schreiben

fzf (% —2)- f (%3 — 2)dz

(5) ﬁ(x):é(xl,...,xn): I}f(x _Z),..f(x —Z)dZ .

Diese Darstellung geht zurtick auf Pitman, und daher nennt man den Schétzer 9 auch einen Pitman-
Schétzer.

Bemerkungen:
a) DieVoraussetzungen fir die Optimalitéat des Pitman-Schétzers sind minimal; die Komponenten
X1,..., X, mussen eine Dichte besitzen, und die Varianz von 9 muR endlich sein.

b) Die Likelihood-Funktion fir den Parameter © ist
Nun betrachten wir die normierte Likelihood-Funktion als Dichtefunktion:

17
g(0)=cL(v) mit “= 1l L(q?)dz?:{f(xl—ﬁ)---f(xn—ﬁ)dﬁ.
Der Erwartungswert der Dichte g ist

fﬁg(ﬁ)dﬁ:%fﬁf (3 —0)+ f (X —0)d0 =D (... %) .

Der Erwartungswert der normierten Likelihood-Funktion ist also gerade der Pitman-Schétzer. Der
Modalwert der Likelihood-Funktion (Wert von ¢, fur den die Likelihood-Funktion maximal wird), ist
der Maximum-Likelihood-Schétzer. Der Pitman-Schétzer ist also eng verwandt mit dem Maximum-
Likelihood-Schétzer.

¢) Im Spezidfall n=1 erhalten wir
fzf(xl—z)dz
ff(xl—z)dz '
Dader Nenner ist 1, so haben wir

) I(x)=[2f(x—2)dz= [(q-t)f(t)ct=2— [tf(t)ct.

R IR

D(X)=0(x)=
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Offensichtlich gilt fir ¥ =0
—Ep(%q)— [t (t)at=
IR

und damit bestétigt sich, dal3 der Pitman-Schétzer erwartungstreu ist. Fir n=1 existiert der Pitman-
Schétzer nur, falls der Erwartungswert von Eq(X;) existiert.

¢) Im Spezidfall n=2 erhatenwir
fzf(xl— )f(xz—z)dz

ff (x2—z)dz '

Wir betrachten die Dichte

g(z)=cf(xq—2)f(x—2z) mit %:ff(xl—z)f(xz—z)dz.

D(X) =0 (%, %) =

Esgilt dann

(7) 19(X)=19(X1,X2):fzg(z)dz.

Fallsdie Dichte f symmetrischist umO, soist die Dichte g symmetrisch um = (x1+x2) In diesem
Fall ist also 19(x1,x2):§(x1+x2).

5. Beispiele

1. Beispiel

X1,---, X seien unabhangige Zufallsgréfen je mit einer Normalverteilung N(u,az) . Bei festem o2
betrachten wir das Lagemodell { N(u,02)|—oo < p< o<} . Dannist der optimale Schétzer fir 1 gege-
ben durch

8 N - , ' =
) MX1 ff X1— —Z)dz X ol2n

Der Zahler von (8) kann geschrieben werden als

Zéhler:fzf(xl—z)---f(xn—z)dz:[a\/lg]nfzexp[—xlzz:(xi —z)z]dz.

Nun gilt A
D04 =2 =30 06 -%) +n(x-2)%
und daher ist
Zahler :[a\/lg]n exp[—zlzz:(x, —Y)Z]fzexp[—?nz(z—i)z]dz.

=Xo+/27/n

Auf analoge Weise kann der Nenner von (8) geschrieben werden als

=0./27/n

Nenner =

und somit erhalten wir
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_ Zahler
Nenner
Das arithmetische Mittel i = X ist also invariant und erwartungstreu, und esist optimal beziiglich

=X.

(X, %)

des mittleren quadratischen Fehlers unter allen invarianten Schétzfunktionen: MSE(@) =min . Dies
gilt fr beliebige Werte von o2 . Damit bestétigt sich ein Ergebnis, das wir bereits oben gefunden
haben.

2. Beispidl

X1,..., X, seien unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Gleichverteilung (Rechtecksverteilung) im

Intervale (V—L9+1) mit —oo < < oo . Die Familie der zul&ssigen Verteilungen bildet wiederum

ein Lagemodell, und die Dichte der einzelnen Komponenten X; ist gegeben durch
fy(x)=f(x—1), wobe f(x)= l% falls X <1

0 sonst.

Der optimale Schétzer fir 9 ist gegeben durch

fzf(xl—z)---f(xn—z)dz

)= ff(xl—z)---f(xn—z)dz .

9 ﬁ(xl,...,x

Das Produkt f (% — z)--- f (%, — ) ist nur dann ungleich Null, wenn

—1<xj—z<1 Vi, d.h. wenn z—1< Xj<z+1 vi;
darausfolgt z<m-+1 und z>M —1, wobei m=min(x,...,%,) und M = max(xy,..., X, ). Wir
konnen daher den Zahler in (9) schreiben als

mi1
Zahler:fzf(xl—z)---f(xn—z)dz: f zf(x—2)f(x,—2z)dz=
IR M -1
nm+1 n+1 2 2
:(%) f zdz:(%) l(m+l) —(M 1) ]
M -1
Auf analoge Weise gilt
m+-1 r]erl N
Nenner = f f(xl—z)---f(xn—z)dz:(%) fdz:(%) [(m+1)—(M -1)].
M -1 M1
Somit erhalten wir das Ergebnis
2 2
o Zahler | (M—1)"—(M +1)
D(Xgyee o Xy ) = =1 =1 M).
0 %) Nenner 2 (m—1)—(M +1) 2(M+M)

Wir wissen bereits, dal? das Paar (m,M ) eine suffiziente Statistik fur ) ist, und da die Konvergenz-
geschwindigkeit beim Schatzer ) gegeben ist durch den Faktor n anstelle des Ublichen Faktors Jn.
Jetzt wissen wir, da ) optimal ist beziiglich des mittleren quadratischen Fehlers unter allen invari-
anten Schétzfunktionen: MSE(@) =min . Die Likelihood-Funktion L(9) = f (x—9)--- f (x,—?) kann
nur die Werte O und (%)n annehmen; sieist ungleich 0 und damit maximal, falls m+1<d <M —1.
Daher ist jeder Wert in diesem Intervall ein Maximum-Likelihood-Schétzer fir ) ; der Mittel punkt
dieses Intervallsist der Pitman-Schétzer, und somit ist in unserem Beispiel der Pitman-Schétzer stets
auch ein Maximum-Likelihood-Schétzer.
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3. Beispidl
Xq,..., X, seien unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Dreiecksverteilung im Intervall (¥—1,9+1)
mit —oo <9 < oo . Die Familie der zulassigen Verteilungen bildet wiederum ein Lagemodell, und die

Dichte der einzelnen Komponenten X; ist gegeben durch
0 fgls x<—-1
: x+1 fdls —1<x<0
fy(x)=f(x—1), wobe f(x)= 1-x fals 0<x<1
0 falls x>1.

Der optimale Schétzer fur 9 ist gegeben durch

fzf(xl—z)---f(xn—z)dz

10) (..., %) =R .
(10) D(%,-.- %) [100—2) 10020z
IR

Wieim Beispiel 2 ist das Produkt f (% — z)--- f (X, — ) ist nur dann ungleich Null, wenn
M —1<z<m+1, wobei m=min(x,...,X,) und M =max (..., %,). Wir kdnnen daher den

Zé&hler in (10) schreiben als
m+1

Zéhler:fzf (% —2)- f (% — 2)dz= f zf (% —2)- f(x, —z)dz.
IR M-1

Analoges gilt fir den Nenner. Eine weitere Vereinfachung scheint im allgemeinen Fall nicht moglich
zu sein; es existiert ja auch keine nicht-triviale suffiziente Statistik fur ¢ Fir n=1 gilt ﬁ(xl) =X,
und fir n=2 ist 15(x1,x2) = %(xl + Xo) aufgrund der Symmetrie der Dichte f . Tabelle 1 gibt fir
verschiedene Stichproben vom Umfang n=3 die Schétzwerte von vier verschiedenen Schétzfunktio-
nen an. Es zeigt sich, dal3 der Pitman-Schétzer im allgemeinen verschieden ist vom Maximum-
Likelihood-Schétzer. Da der Pitman-Schétzer optimal ist bezilglich des mittleren quadratischen Feh-
lers, und da der Schétzer stets erwartungstreu ist, so besitzt der Pitman-Schétzer unter den vier Schétz-
funktionen die kleinste Varianz. Esist zu vermuten, dal3 auch der ML-Schétzer asymptotisch optimal
ist und die gleiche asymptotische Verteilung besitzt wie der Pitman-Schétzer. Die asymptotische Ver-
teilung des Pitman-Schétzers und die Konvergenzgeschwindigkeit sind mir nicht bekannt.

Tabelle 1: Schatzwerte fur verschiedene Stichproben vom Umfang n=3:
(Pi und ML berechnet mit Maple-Arbeitsblatt pitman.mws)

X | X | X3 Pi ML X | Ze

1 2 2 16 1667 | 1667 | 2

11 2 | 21| 1682 | 1751 | 1.733 | 2 Pi = Pitman-Schitzer,

121 2 |22] 1746 | 1857 | 18 | 2 ML = Maximum-Likelihood-Schétzer,
13| 2 | 23| 1845 | 1.926 | 1.867 | 2 X = arithmetisches Mittel,
14| 2 [ 24]1923| 2 |1933 ]| 2 Ze = Zentralwert

15| 2 | 25 2 2 2 2

16| 2 | 26 | 2077 2 2.067 | 2

17| 2 | 27| 2155 | 2074 | 2133 | 2

18| 2 | 28 | 2236 | 2162 2.2 2

19| 2 | 29| 2318 | 2249 | 2267 | 2

2 2 3 2.4 2333 | 2333 | 2

4. Beispiel
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X1,..., Xy seien unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Cauchyverteilung mit der Dichte

fy(x)=f(x—2), wobel f(x):w(%xz)’ xeR.

Die Familie der zul&ssigen Verteilungen bildet wiederum ein Lagemodell. Der optimale Schétzer fir

9 ist gegeben durch

fzf(xl—z)---f(xn—z)dz
)= ff(xl—z)---f(xn—z)dz '

Dakeine nicht-triviale suffiziente Statistik fir @ existiert, so |&3t sich diese Darstellung nicht weiter

vereinfachen. Fir n=1 gilt aufgrund von (6)

()= [2f (g -2)dz= [(q-t)f ()t =x~ [tf (t)ck

IR IR
Das letzte Integral existiert jedoch nicht, und daher existiert auch der Pitman-Schétzer nicht im Falle

n=1.Fir n=2 ist
fzf(xl— z)f (% —2z)dz

ff x —2) f (x2—z)dz .

2
zf(xl—z)f(xz—z):[1 1] Z—lsfijr Z— 00,

W] [1+(x1— Z>2ﬁl+(X2— 2)2} N [”

und somit existieren die beiden Integrale in (11). Wegen der Symmetrie der Dichtef ist also
’l?(Xl,Xz):%(Xl + X2) .

Tabelle 2 gibt fir verschiedene Stichproben vom Umfang n= 3 die Schdtzwerte von vier verschiede-
nen Schétzfunktionen an. Es zeigt sich auch hier, dafd der Pitman-Schétzer im allgemeinen verschie-
den ist vom Maximum-Likelihood-Schétzer. Da der Pitman-Schétzer optimal ist beztiglich des mittle-
ren quadratischen Fehlers, und da der Schétzer stets erwartungstreu ist, so besitzt der Pitman-Schétzer
unter den vier Schétzfunktionen die kleinste Varianz. Esist zu vermuten, dal3 auch der ML-Schétzer
asymptotisch optimal ist und die gleiche asymptotische Verteilung besitzt wie der Pitman-Schétzer.
Die asymptotische Verteilung des Pitman-Schétzers ist mir nicht bekannt.

Tabelle 2: Schatzwerte fur verschiedene Stichproben vom Umfang n=3:
(Pi und ML berechnet mit Maple-Arbeitsblatt pitman.mws)

Xl X2 X3 Pi ML X Ze h
Pi = Pitman-Schétzer,
0 2 2 15 1775 | 1333 | 2 ML = Maximum-Likelihood-Schétzer,
0.5 2 25 | 1.763 | 1.954 | 1.667 2 X = arithmetisches Mittel,
1 2 3 2 2 2 2 Ze = Zentralwert
15 2 35| 2238 | 2046 | 2.333 2
2 2 4 25 2.225 | 2.667 2
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5. Beispiel
X1,..., X, seien unabhangige Zufallsgrolien je mit einer zweiseitigen Exponential verteilung mit der
Dichte

fy(x)=f(x—2), wobei f(x):%e_‘x‘, x€IR.
Die Familie der zul&ssigen Verteilungen bildet wiederum ein Lagemodell. Der optimale Schéatzer fir
¥ ist gegeben durch

fzf(xl—z)---f(x —2)dz
ff X —2) X, — z)dz .

Dakeine nicht-triviale suffiziente Statistik fir @ existiert, so |&3t sich diese Darstellung nicht weiter

Xl,

vereinfachen. Fir n=1 gilt aufgrund von (6)

ﬁ(xl):fzf(xl—z)dz:f(xl—t)f(t)dt:xl—ftf(t)dt:

IR IR
dadieDichte f symmetrisch ist beziglich null. Fir n=2 ist aufgrund von (7)

fzf(xl z)f (% —z)dz

ff x —2) f (x2—z)dz

Tabelle 3 gibt flr verschiedene Stichproben vom Umfang n= 3 die Schdtzwerte von vier verschiede-

0 (%, %)= =24 +x%).

nen Schétzfunktionen an. Es zeigt sich auch hier, dafd der Pitman-Schétzer im allgemeinen verschie-
den ist vom Maximum-Likelihood-Schétzer. Da der Pitman-Schétzer optimal ist beztiglich des mittle-
ren quadratischen Fehlers, und da der Schétzer stets erwartungstreu ist, so besitzt der Pitman-Schétzer
unter den vier Schatzfunktionen die kleinste Varianz. Aufgrund der Minimumseigenschaft des Zen-
tralwerts ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fur beliebiges n identisch zum Zentralwert

Ze(X,.--, %y ) - Esist zu vermuten, dal? auch der ML-Schétzer asymptotisch optimal ist und die gleiche
asymptotische Verteilung besitzt wie der Pitman-Schétzer. Die asymptotische Verteilung des Pitman-
Schétzersist mir nicht bekannt.

Tabelle 3: Schatzwerte fur verschiedene Stichproben vom Umfang n=3:
(Pi berechnet mit Maple-Arbeitsblatt pitman.mws)

Xl X2 X3 Pi ML X Ze h
Pi = Pitman-Schétzer,
0 2 2 | 1527 2 1333 | 2 ML = Maximum-Likelihood-Schétzer,
0.5 2 25 | 1.779 2 1.667 2 X = arithmetisches Mittel,
1 2 3 2 2 2 2 Ze = Zentralwert
15 2 35| 2221 2 2.333 2
2 2 4 2.473 2 2.667 2
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18. Zur Bayes’schen Statistik

1. Binomialverteilung mit Beta-Verteilung als a-priori-Verteilung

1.1 Ausgangssituation

Esse
X ~ Bi(n,9);
n bekannt;
9 unbekannt.

Der unbekannte Parameter ¢ sei eine Realisation einer Zufallsgrofde 9, (rv = random variable) mit
einer Beta-Verteilung:

Yy, ~Be(a,b), a,b>0,a,b bekannt ;

) I'a+b _ b—
Dichte von ¥, : f(ﬁ):ﬁﬁa 1(1—19) L o<o<a:
a
E(v = ,
(V) a+b
ab
Var (dp,) = 5 :
(a+b)"(a+b+1)
a-1
M0(0FV> :m fa”sa,b>l

Fallsa=b=1: ¥, ~R(0,1).
Zweistufiges Experiment:
1. Stufe: ¥y, redlisieren gemal Be(a,b) — 0€(01);
2. Stufe: X reglisieren gemal Bi(n, ) — ke{0,1---,n}.

Bayes'sche Statistik:
a,b,n  bekannte Parameter (a,b sogenannte Hyperparameter) ;

9 unbekannte Reslisation von v,,;

k vorliegende Beobachtung von X.

Ziel:J schétzen; Vertrauensgrenzen fir & bestimmen.
A-priori-Verteilung von 9, : Be(a,b);

a-posteriori-Verteilung von 9,,:  Bedingte Verteilung von ¥, gegeben X =K.

1.2 A-posteriori-Verteilung von %,

Wir betrachten also die folgenden Verteilungen:
Uy ~Be(ab)  stetigeVerteilung;
X ~Bi(nyv) diskrete Verteilung;
Oy | X =k stetige Verteilung.
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Die Dichte von 1, | X =k ist gegeben durch

f(9)py (k) 1 P(a+b) a4 -1_(n n—
" (V)= P{X—Kkl P{X—Kk] T(a(b)’ a-op X(k)ﬁk(l_ﬁ) k
1 n| T(a+b) ark1 n—k—1
N P{X:k}x(k)P(a)F(b)ﬁ o
Nun ist
P{X =k} = P{uy = beliebiger Wert, X =k} = [ f()p, (k)
0

@ = [y oot e

_(n\ '(a+b) I'(a+k)I'(b+n—k)

‘(k)r(a)r(b)' T(a+b+n)

somit ergibt sich aus (1) und (2)
B I(a+b+n)
&) =T arrmrnK

a+k—1 (1_ 0)b+nfk—1 ,

und diesist wiederum die Dichte einer Beta-V erteilung. Wir haben also das Ergebnis

Uy |X=k ~ Be(a+k,b+n—k);

=Y
_a+k ok )
E(Y) =rbn (=~ p = fallsn und k groR);
Var(Y) = (a+k)2(b+n—k) ~ p(1- p), fallsn und k groR);
(a+b+n)°(a+b-+n+1) n
Mo(Y) :ﬁkiz (~ p, fallsn und k groR).

A-posteriori-Modus-Schatzung (=M aximum-Likelihood-Schéatzung in der Bayes-Theorie):

- a+k-1
Y =Mo(y | X=K)|=—————
(9 [X=k) a+b+n—2
V ertrauensgrenzen fir &
¥y =linkes
9, = rechtes
v, =B, (a+k,b+n—k);
U =B, (a+k,b+n—k).

Esgilt dann: P{v, < dp[X=k <¥ }=1-20.

(=~ p fallsnundk groB).

} -Quantil der a-posteriori-Verteilung Be(a+ k,b+n—k), d.h.

Im Bayes-Modell wird die Realisaton k der Zufallsgréf3e X also als fest gegeben betrachtet; die
Vertrauensgrenzen 9, und 9, sind dann feste Zahlen, und die Wahrscheinlichkeitsaussage be-
Zieht sich auf den zufélligen Parameter 0N|X=k , d.h. auf die

a-posteriori-Verteilung von v, .
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Im Speziafal a=b=1 gilt;
Yy ~R(0,1)  (nicht-informative a-priori-Verteilung);
Uy |X=k ~ Be(k+Ln—k+1);

0= Mo(0N|X=k):%: p (wieim klassischen Fall).

U, =B, (k+Ln—k+1)
U = Bl—a(k+]"n_k+l>

Klassische Vertrauensgrenzen fir ¢ (mit Konfidenzinterpretation):
v, =B, (k,n—k+1) fdls k>0 (J,=0fals k=0);
U =B (k+Ln—Kk) fals k<n (J, =1falls k=n).

Bemerkung: A
Im Spezialfall a=b=1 stimmt die Bayes-Schatzung ¥ mit der klassischen Maximum-
Likelihood-Schétzung Uberein, und die Vertrauensgrenzen nach Bayes sind stets etwas enger als
die klassischen Vertrauensgrenzen. Die klassische K onfidenzinterpretation ist jedoch korrekt fir

beliebige Werte des unbekannten Parameters ) und somit auch bei Vorliegen einer beliebigen a-
priori-Verteilung fur 4.

1.3 Randverteilung von X; Rechnen mit bedingten Erwartungswerten
Wir betrachten das zwei stufige Bayes-Experiment (wie oben) und wollen die Randverteilung (Margi-
nalverteilung) von X untersuchen. Gemaf3 (2) gilt:

P{X =k} = P{v,, = beliebiger Wert, X =k} = jf(ﬂ) py (K)dv =
0

B (n) I'(a+b) 'F(a+ k)T'(b+n—k)
~ \Kir@r) r@+b+n)

Nun wollen wir den Erwartungswert und die Varianz von X berechnen mit Hilfe der Sétze tiber den
bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz. Der Satz vom bedingten Erwartungswert lautet:

E(X)=E(E(X[vn))-
Nun ist
E(X |9y =0)=n0,

E(X| 0, ) =Ny, (bedingter Erwartungswert als ZufallsgroRe)
und somit
a
E(X)=E(E(X|J, )= E(n),, )=nE(Vn, )= .
(X) ((|N)) (N ) =nE(dyy) na+b

Der Satz von der bedingten Varianz lautet:
(3 Var(X)=Var(E(X|d )]+ E(Var (X[vy)).
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Nun ist
(4) Var (E(X |0y ))=Var (ndy,) = n?Var (v, )
und weiter

Var (X [, =9) = (1-v),

Var (X |dp )=ty (1— 1) (bedingte Varianz als ZufallsgroRe),
®) E(Var (X [0 )) = nE[ 0y (1 )] = n[E(ﬁrv) - E(ﬁrzv)] -

= NE(Ury ) (1~ E(¥y )~ nVar (95, ]

Somit erhalten wir aus (3), (4) und (5)

Var (X)=nVar (v, )+ nE (v, )(1- E (0 )~ nVar (95, | =

- (nz - n)Var (Vry) + NE (9 ) (1 E(9 )
ab ab

=n(n-1) 5 +n 5
(a+b)*(a+b+1) (a+h)

B nab n_ a
- (a+b)2(a+b+1)[( D+(a+o+)

ab
(a+b)*(a+b+1)
Im Spezialfall a=b=1 erhalten wir:
_+_(n\ (a+b) I'(a+k)I'(b+n—k)
Pix =k} = (k)r(a)r(b)' Tlatbin)

=n(a+b+n) =n(a+b+n)Var (9 ).

. r2 rk+yrin-k+1) n 1
T K(n—k) TOT(L)  T(h+2)  (n+1) n+1

-1

d.h. X besitzt eine diskrete Gleichverteilung auf X ={0,1...,n} . Aufgrund unserer Formeln ist
E(X)=n_tp=5

a+b 2

ab Ln(n+2)

Var (X)=n(a+b+ n>(a+b)2(a+b+l) = n(n+2)m: 12

und diese Ergebnisse stehen im Einklang mit der Gleichverteilung.



73

1.4 Optimaler Bayes-Schatzer bei quadratischer Verlustfunktion
Essel
Jr, ~ Be(ab), a,b bekannt;

X~ Bi(n®), nbekannt, ¥ Realisationvon d;

X={01...,n} Stichprobenraum zu X;

0 X —[0,1] Schétzfunktion fir +.
Optimalitatskriterium;

J=1(X) sowahlen, daB E(J(X)— vw)z — min

(globaler Erwartungswert beziiglich 9, und X).

Losung:
Die optimal e Schéatzfunktion ist gegeben durch
~ a+ X
HX)=E(dy| X )= ;
(X)=E(wIX) a+b+n
sieist also identisch zum Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung von 9, .

Bewels:
Essal Y= (@(X) —Vpy )2 . Aufgrund des Satzes (iber den bedingten Erwartungswert gilt
E(Y)=E(E(Y|X)). Nunist

E(E(Y]X))= zn: E(Y|X=k)P{X =k} = En: E[(&(x)—ﬂw)z‘ sz]P{X =k}
(6) kiO k=0
_ I(Z_%E[(&(k)—ﬁw)z‘x=k]F>{x —k},

und fur jedes k € X gilt
~ 2

E[(ﬂ(k)—ﬁrv> ‘sz] — min
falls

- a+k
7 ’lg k = E 19 X:k e ,
() 9(k)=E (o |X=K] a+b+n
denn fir eine beliebige Zufallsgrofze V gilt:

E(V —a)® =Var (V)+ (i —a)> =min fals a=p =E(V)
(Minimumseigenschaft des Erwartungswerts). Da nun jeder einzelne Summand in der Summe (6)
minimal wird fir 9 (k) gemal (7), so wird auch die Gesamtsumme minimal, und damit ist die Be-
hauptung bewiesen.

Aufgrund des Satzes tiber den bedingten Erwartungswert gilt
E(ﬂ(X)) = E(E(|X))=E(Vn),

und in diesem Sinne kann die Schétzfunktion @(X) as erwartungstreu bezei chnet werden.

Im Speziafal a=b=1 gilt:

- X +1
I(X)=E(vpy|X )= njz'
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2. Poissonverteilung mit Gamma-Verteilung als a-priori-Verteilung

2.1 Ausgangssituation
Esse
X ~ Po(A), A unbekannt.
Der unbekannte Parameter A\ sei eine Realisation einer Zufallsgroflie ), (rv = random variable) mit
einer Gammaverteilung:

Av ~Ga(a), a>0,a bekannt ;

Dichtevon A, : f(/\)zﬁ)\a_le”, A>0;
E(w) =4
Var (\y) =a,

Mo(),) =a-1falsa>1.

Fals a=1: f(\)=e " (einseitige Exponentialverteilung) .
Zweistufiges Experiment:

1. Stufe: ), redisieren gemal Ga(a) — A>0;

2. Stufe: X realisieren gemal Po()\) — ke{0,1-}.

Bayes'sche Satistik:
a bekannter Parameter (sogenannter Hyperparameter);

A unbekannte Realisation von A ;
k vorliegende Beobachtung von X.

Ziel: A schétzen; Vertrauensgrenzen fir A bestimmen.
A-priori-Verteilung von )\, : Ga(a);

a-posteriori-Verteilungvon A\, :  Bedingte Verteilung von A, gegeben X =K.

2.2 A-posteriori-Verteilung von A,
Wir betrachten also die folgenden Verteilungen:

Av ~Ga(a) stetige Verteilung;
X ~Po()) diskrete Verteilung;
Ay | X=k stetige Verteilung.

Die Dichtevon A, |X=k ist gegeben durch

_f(A)pa(k) 1 1 a1 ek
@ ()= P(X=kl P{X=k} ()" = K
1 1 jark1g2nv

~ P{X =k} KT(a)



Nunist

P{X =k} =P{\y= beliebiger Wert, X =k} :7 f () py (k)dA
0

9 1 j‘Aa+k—l ~2\g) — I'(a+Kk)

= e =
KT'(a) ) 22tkWr(a)

—27 1 p(atk)
und somit ergibt sich aus (8) und (9)

19) f(N)=7 (a2+ k)(zA)a+ e 2,

wenn'Y eine Gammaverteilung Ga(a+ k) besitzt, dann besitzt die Zufallsgrofe %Y die Dichte
fi (\) gemaB (10). Wir haben also das Ergebnis
Av|X=k ~ Y, wobei Y ~Ga(a+k);

E(Ay [X=k)=3E(Y)=3(a+k);
Var(Ay |X=k)=4Var (Y)=1(a+k);
Mo(Ar | X=k)=3Mo(Y)=1(a+k-1).
A-posteriori-Modus-Schéatzung (=M aximum-Likelihood-Schétzung in der Bayes-Theorie):
A=Mo(\y|X=k)=1(a+k-1)
Vertrauensgrenzen fir A :

A¢ = linkes _ . .
a-Quantil der a-posteriori-Verteilung von A, | X=k , d.h.
Ar = rechtes

N =3T, (a+k);
A =3T1, (a+Kk).
Esgilt dann: P{\, < Ay |X=k <) }=1-2a.
Im Spezialfal a=1 gilt:
A besitzt die Dichtef (\)=e™;
Mv|X=k ~ 3Y, wobei Y~Ga(k+1);
A=Mo( Ay [X=k)=1k;
A =3T (k+1);
N =31 (k+1).
Klassische Vertrauensgrenzen fir A (mit Konfidenzinterpretation):
N=T,(k) falsk>0 (A =0 fallsk=0);
Ar :Flfa(k—i—l).
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2.3 Nicht-informative a-priori-Verteilung
Da eine nicht-infomative a-priori-Verteilung alle Parameter A € (0,oo) gleich behandeln sollte, und
daeskeine (auf 1 normierte) Gleichverteilung auf dem Intervall (O,oo) gibt, so liegt esnahe das Le-
besgue-Mal3, welches jedem Intervall (a, b) die Lange b— a als Mal3 zuordnet, als nicht-infomative
a-priori-Verteilung zu betrachten (diffuse a-priori-Verteilung). Wir betrachten also die folgenden
"Verteilungen":

A ="ZufallsgroRe” mit Gleichverteilung (Lebesgue-MaR) auf (0,00);

X ~Po()) diskrete Verteilung;

A | X=k stetige Verteilung.

Die "Dichte" der a-priori-Verteilung von ,, ist gegeben durch f (A)=1 fir A €(0,00). Die"Dich-
te" von A, |X=k ist dann gegeben durch
Cf)pk)  pak) 1 e K

(1) fi(V)= P{X=k} P{X=k} P{X=k} K

Nunist die "Marginalverteilung" von X gegeben durch

P{X =k} =P{\y= beliebiger Wert, X = k}:? f(A)py (K)dA

0
(12 00 00
B 1 kg, Dk+1)
_pr(k)d/\_ﬁf/\ e tdr=— =1
0 0
=I'(k+1)

Auch die "Marginalverteilung” von X ist nun eine "Gleichverteilung” auf X ={0,1...}. GemaR (11)
ist die a-posteriori-Verteilung von A, |X =k gegeben durch
1 ek ek
fe(\) == = .
P{X=k} K k!
Dagemai (12)

ffk(A)dA:Efe Mkda=1,
0 0

soist fi (\) einekorrekte Wahrscheinlichkeitsdichte fir jedes k € {0,1,...} . Wir haben also das Er-
gebnis

ek
Av|X=k ~ Ga(k+1) mit der Dichte fi (\)= "B
E()\rV|X=k):f/\f()\)d)\:k+l'
0
Var()\N|X=k):f)\2f()\)d>\—(k+1)2:k+l'
0

Mo( Ay [X=k)=k.

A-posteriori-Modus-Schéatzung (=M aximum-Likelihood-Schétzung in der Bayes-Theorie):
A=Mo(Xy|X=k)=k (wieim kiassischen Fall).
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Vertrauensgrenzen fir A
A = linkes ] o i
B } «-Quantil der a-posteriori-Verteilung Ga(k +1), d.h.
Ar = rechtes
A =T, (k +1);
A =T1 o (k+1).
Esgiltdann: P{\, < Ay |X=k <) }=1-2a.
Die klassischen Vertrauensgrenzen (mit Konfidenzinterpretation) sind
A =T, (k>;
A =T1 o (k+1).
Bemerkung:
Die Bayes-Schétzung X =k stimmt also hier mit der klassischen Maximum-Likelihood-
Schétzung tberein, und die linke Vertrauensgrenze nach Bayes ist stets etwas grof3er (schéarfer)
alsim klassischen Fall. Die klassische K onfidenzinterpretation ist jedoch korrekt fir beliebige
Werte des unbekannten Parameters A und somit auch bei Vorliegen einer beliebigen a-priori-

Verteilung fir A .

2.4 Randverteilung von X; Rechnen mit bedingten Erwartungswerten

Wir betrachten das zwei stufige Bayes-Experiment (wie oben unter 2.1) und wollen die Randvertei-
lung (Marginalverteilung) von X untersuchen. Gemaf3 (9) gilt:

I'(a+Kk)

)b 1 - L

0
Nun wollen wir den Erwartungswert und die Varianz von X berechnen mit Hilfe der Sétze tiber den

bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz. Der Satz vom bedingten Erwartungswert lautet:

E(X)=E(E(X\w))-

Nunist

E(XAy=A)=2,

E(X| Ay )= Ay (bedingter Erwartungswert als ZufallsgroRe),
und somit

E(X)=E(E(X\w))=E(y)=a.
Der Satz von der bedingten Varianz lautet:
(13) Var (X )=Var (E(X |y )+ E(Var (X Ay ).
Nun ist

(14) Var (E(X Ay ))=Var (\y) =2
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und weiter
Var (XA =)=,
(15) Var (X |/\N) =)\ (bedingteVarianz als Zufallsgrofie),
E(Var(x|)\n,)>: E(\w)=a.
Somit erhalten wir aus (13), (14) und (15)
Var (X)=a+a=2a
Im Spezialfall a=1 erhalten wir:
PiX=ki= 2‘35; rk()a) - 2"F+(fk?rrl()1) - 2"l+1’
d.h. X besitzt eine geometrische Verteilung auf X = {O,L. . } Aufgrund unserer Formeln ist
E(X)=a=1
Var (X)=2a=2
und diese Ergebnisse stehen im Einklang mit der geometrischen Verteilung.

=01...

2.5 Optimaler Bayes-Schatzer bei quadratischer Verlustfunktion
Esse
Av ~ Ga(a), a bekannt;

X~ Po(\), A Reslisationvon \y;
X ={041,...} Stichprobenraum zu X;
X X —[0,00) Schéatzfunktion far.
Optimalitatskriterium;
A=A(X) sowahlen: E(X(X)—)\rv)z =min
(globaler Erwartungswert bezliglich A, und X).
LOsung:
Die optimale Schétzfunktion ist gegeben durch
A(X)=E(My[X)=3(a+X);
sieist also identisch zum Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung von A, .
Beweis:
Essal Y= (X(X) —Av )2 . Aufgrund des Satzes (iber den bedingten Erwartungswert gilt
E(Y)=E(E(Y|X)). Nunist

E(E (Y|X)):§:E(Y|X =k)P{X =k} = Z [( )‘x k]P{X K}

k=0

iE[( - ‘sz]P{X:k},

k=0

(16)



und fir jedes k e X gilt
E[(X(k)—Arv)z‘x:k] — min

falls

(17) A(K)=E(My|X=k)=1(a+k),

(Minimumseigenschaft des Erwartungswerts). Da nun jeder einzelne Summand in der Summe (16)
minimal wird fr A(k) gemaR (17) , so wird auch die Gesamtsumme minimal, und damit ist die Be-
hauptung bewiesen.

Aufgrund des Satzes tiber den bedingten Erwartungswert gilt
E(A(X))=E(E(\[X))=E(\),
und in diesem Sinne kann die Schétzfunktion X( X) as erwartungstreu bezeichnet werden.

3. Multinomialverteilung mit Dirichlet-Verteilung als a-priori-Verteilung

3.1 Dirichlet-Verteilung
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Die Dirichlet-Verteilung ist eine Verallgemeinerung der Beta-Verteilung. Der r-dimensionale Zufalls-

vektor X =(Xg,..., X, ) besitzt eine Dirichlet-Verteilung mit den Parametern &,...,a, 4 (ale
g > 0), fallsdie Dichte gegeben ist durch

I'(a)
F(al)---l“<ar+1

-1 &gl

RSN

f (XX )= )xlal

wobel

Q=+ -+,
0<x <1furi=1...r;

DDELES

Xp1=1-) . %
Wir schreiben kurz: X = (Xq,..., X, ) ~ Di(&,...,a; 1) . Fir r =1 ist die Dirichlet-Verteilung
Di(a,b) identisch zur Beta-Verteilung Be(a,b) . Der Stichprobenraum X (= Wertebereich des Zu-
fallsvektors X) ist gegeben durch

%:{(xl,...,xr)|0§ % <1firi=21...r;% 4+ +X gl}.
DieMenge X (C IR") heif’t ein Simplex; fir r =2 hat X die Form eines Dreiecks, fir r = 3 die
Form einer dreiseitigen Pyramide. Weiter gilt fir jede Komponente X; :
(18) X; ~Be(a,3), wobei a=4a,5=a, —3.

Daraus folgt:
a g, N a=1 g-1 . i
E(X.)—u.—a+6—&, Mo(x')_a+ﬁ—2_a,—2fa”5a' >la >2
Var(X;) = a _ala-a) ml-m)

(a+8)P(a+8+1) al(a+1l) a+l
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Begrindung fur (18):
1° Essd (X,Y)~Di(a,b,c). Dannist die Marginalverteilung von X gegeben durch

P(a+b+¢) o4 [ p1 c-1
fx (X) =~ X fy (1—x—y) “dy.
0

I'(a)r'(b)I'(c)
Mit der Substitution t:ryx erhalten wir
I'(a+b N 1 o
fx(x):%x x0T
0
_T(b)r(e)
I'(b+c)

_T'(atb+c) (1 X)b+c_1,
I'(a)l'(b+c)
d.h. X besitzt eine Beta-Verteilung Be(a,b+-c) .

2° Essel (X,Y,Z)~Di(a,b,c,d).Dannist die Verteilung von (X,Y) gegeben durch
1-x—y

I(a+b+c+d) a3 p1 c1 d-1
fyy (X, ¥)= y Z7(l-x—y-2z dz.
xv (%) I'(a)T(b)T(c)T(d) { ( )
Mit der Substitution t = erhalten wir
1-x—vy
F(a+b+C+d) a—1. b—1 c+d-1 r c-1 d-1
fyy (X, Y)= y. o (l-x—y t (1t dt
XY( ) F(a)F(b)F(c)F(d) ( ) j(; ( )
_T(e)r(d)
[(c+d)

M(atbiord) o1
~T@T(b)(ord) " Y- x-y

d.h. (X,Y) besitzt eine Dirichlet-Verteilung Di(a,b,c+d).

)C+d -1

3% Der Beweisschritt 2° gilt analog auch firr r-dimensionale Dirichlet-Verteilungen mit r > 3, und

damit ist unsere Behauptung bewiesen.

3.2 Bayes-Modell
Essa

Y=Y Y1) ~Mu(ndy,..., 0 1q)
mit bekanntem n und unbekannten Parametern 4,...,7, ;. Esgilt 0<«; <1 fur i=1,...,r+1 und
Y4+ y=1.DaY+---+Y, g =n,soist Yeigentlich nur ein r-dimensionaler Zufallsvektor.
Nun seien die unbekannten Parameter vJy,...,7, ;1 Redlisationen eines Zufallsvektors mit einer Di-
richlet-Verteilung:

X =(Xq,...., X ) ~Di(ay,....a 1),
wobei die sogenannten Hyperparameter a,...,a, 1 a's bekannt vorausgesetzt werden.



Zweistufiges Experiment:
1. Stufe: X =(Xy,..., X, ) realisieren gemaB Di(ay,..., 8 1)
s X= (g, 0) Mit 0< O <Ly 4+, <1;
wir setzen Oy g =1— (9 +--+ ;).
2. Stfe: Y =(Yy,...,Y; ;1) realisieren geméR Mu(n,y,..., 9 1)
— y=(n,...,n ) mit p €{0L..,n}, 440, =n.

Bayes'sche Satistik:
na,...,a 1 bekannte Parameter (ay,...,a, ;1 Sogenannte Hyperparameter);

X=(?1,...,9 ) unbekannte Realisation von X =(Xy,..., X );
y=(ny,...." 1) vorliegende Beobachtung von Y = (¥;,....Y; 1)

Ziel: v; schétzen, Vertrauensgrenzen fur o, bestimmen (i=1,...,r +1).

A-priori-Verteilung von X =(Xy,..., X, ): Di(ay,....ar11);

a-posteriori-Verteilung von X =(Xy,...,X,): Bedingte Verteilung von X gegeben Y =y .

Bestimmung der a-posteriori-Verteilung von X:
Die Dichte von X|Y=y ist gegeben durch

fy(x): f (X> Py (y)

P(Y=y)
1 (a,) a-1 g4l N
(19) — B R L S L BROLL S5
P(Y = y ) T(arq) * onen gt
1 (a.> ‘ n! ﬂlaﬁnrlmﬂ?ﬁﬁnrﬂ—l

P(Y= Y> INCHRE (ar+1) - Npyg!
AlsMarginalverteilung von Y erhalten wir

P{Y:y}:P{X:beliebigerWert,Y:y}:ff(x) py (y)dx

(20) = (a') . f,tgal‘Hh -1 0ar+l+nr+1 1d191 -do,
F(‘f"rjul) SUSEL
_ (a*) n! (a1+nl)"‘ (ar+1+nr+1)
D(ay) T (ar) mnogg I'(a +n)
Aus (19) und (20) erhalten wir
fy(x) _ F(a. + n) 19a1+nl—1m19;’:1fﬁl+nr+l—1,

Ilag+m)L(@ 1+ )
und diesist die Dichte der Dirichlet-Verteilung Di(a+ny,...,8 ;3 +n; 1)
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Wir haben also das Ergebnis
X|Y=y ~ Di(ay+n, ... 8 11+ 1),
Xj[Y=y ~ Be(a,3) mit =g +n,3=a +n—g—n,

und damit
_ g +n N :
E(Xi|Y=y)=wu = ~ p =—, fals nundn; grofd);
( || y) Hi a 1 n (= p N i grof3)
(1= 1—
Var (X |Y=y>:M (zu, falls nund ry groR);
a+n+1 n
g+n -1 N
Mo( X; |[Y=y)]=—"— 1 — ~ p =—, fals nundn; groR).
Punktschétzungen und V ertrauensgrenzen fur die einzelnen Parameter o, i =1,...,r +1 kénnen nun

wieim ersten Beispiel (Binomialverteilung und Beta-V erteilung) bestimmt werden. Die a-posteriori-

Modus Schétzung fur o; ist also

A i+ —1

O = |\/|o(xi |Y:y):al—l_

a+n-2

Nicht-informative a-priori-Verteilung:
Als nicht-informative a-priori-V erteilung kommt die Gleichverteilung auf dem Simplex X in Frage.
Diesist die Dirichlet-Verteilung Di(ay,...,a,1) mit 8 =ay =---=a, ;7 =1. Die Dichte dieser
Verteilungist f(x)=T(a,)=I(r+1)=r! firjedes xc X . Damit ist das Volumen des Simplex X
geben durch 1/r!. Die a-posteriori-Modus-Schétzung fur o; ist jetzt

~ - -1 n:
J; = Mo(X, |Y:y>:2+:_2: et

Nurim Falle r =1 stimmt diese Schétzung mit der klassischen Maximum-Likelihood-Schétzung
tberein.

SchlufZemerkung:
Wir haben in diesem Kapitel drei Paare von konjugierten (zusammengehdrigen) Verteilungen be-
trachtet:

Beispiel 1: Binomial- und Beta-Verteilung;

Beispiel 2: Poisson- und Gamma-V erteilung;

Beispiel 3: Multinomial- und Dirichlet-Verteilung.
Bei diesen Verteilungspaaren waren wir in der Lage, bei gegebener a-priori-Verteilung die a-
posteriori-Verteilung exakt zu berechnen, und diese Verteilung gehdrte wieder zur gleichen Familie
wie die a-priori-Verteilung. Im Rahmen der Bayesschen Statistik werden Schllisse beziiglich des un-
bekannten Parameters gezogen aufgrund der a-posteriori-Verteilung. Bayes-Modelle erfordern jedoch
nach meiner Meinung (willkirliche) Annahmen tber eine a-priori-Verteilung; auch wenn eine nicht-
informative (oder diffuse) a-priori-V erteilung vorausgesetzt wird, so ist dies eine einschrénkende An-
nahme. Bayes-Modelle sind kein Ersatz fur die klassischen Verfahren (Maximum-Likelihood-
Methode, V ertrauensgrenzen mit Konfidenzinterpretation).
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19. Stochastische Ordnung, Test von Wilcoxon

Wir haben bereits verschiedene sogenannte verteilungsfreie Verfahren kennengel ernt:
Median-Verfahren (V ertrauensgrenzen, Ein- und Zwei-Stichprobenproblem);
Tests von Kolmogoroff und Smirnoff (Ein- und Zwei-Stichprobenproblem).

Hier wollen wir ein weiteres verteilungsfreies Verfahren zum Zwei-Stichprobenproblem vorstellen,
den Test von Wilcoxon.

1. Stochastische Ordnung

Sochastische Ordnung, Definition I:

X und Y seien zwei unabhangige (eindimensionale) Zufallsgréfzen mit den Verteilungsfunktion F
und G . Die ZufallsgrofRe X heifdt stochastisch grofer als Y, falls P{X > Y} > P{X <Y} . Wir
schreiben dann: X 31 Y .

Sochastische Ordnung, Definition |1:
X und Y seien zwei (eindimensionale) Zufallsgréfden mit den Verteilungsfunktion F und G . Die
ZufallsgroRe X heifdt stochastisch grofer als Y, falls

FC(x) > G°(x) vxelR und F £ G.
Wir schreiben dann: X & v .
Folgerung: Esgilt
xly = P{X>c} > P{Y>c} Vce IR
= P{X<c} < P{Y<c} VcelR
= F(c) < G(c) Vce IR
Daraus ergibt sich die scheinbar unsinnige Folgerung, dai die V erteilungsfunktion von X nie grofer
ist als die Verteilungsfunktion von Y, wenn X stochastisch grofier ist als'Y.
Satz Esgilt
@ xdvy = xdv,
aber nicht umgekehrt. Jedes Paar (X,Y) von ZufallsgrofZen, welches geordnet ist nach Definition |1,
ist auch geordnet (im gleichen Sinne) nach Definition |I. Die Ordnung | ist also eine Verfeinerung der
Ordnung Il.
Bewels:

1° Essa X eine beliebige (eindimensionale) ZufallsgroRe mit der Verteilungsfunktion F; die Ver-
teilungsfunktion braucht nicht stetig zu sein, sie kann Sprungstellen besitzen. Wir schreiben

F(x—0)=P{X <x};

F(x+0)=F(x)=P{X <x].
Nunist H (x): F2(x) wiederum eine korrekte Verteilungsfunktion, und wenn x eine Sprungstelle
von F und somit auch von H ist, so gilt



dH (x)=H (x+0)— H (x—0)= F?(x+0)— F2(x—0)
=[F (x+0)+ F (x—0)]:[F(x+0)— F (x—0)|=[F (x+0)+ F (x— 0)]dF (x).
Darausfolgt

de(X):f[F(X—i—O)—i—F(x_o)]dp(x>:

2° X und Y seien zwei unabhangige ZufallsgroRen mit den Verteilungsfunktion F und G . Dann
gilt

P{X >Y}:fG (x—0)dF (x);

P{X <Y}= [[1-G(x+0)|dF (x) =1 [ G(x+0)dF ()

P{X =Y}=1-P{X <Y}~ P{X >Y}= [[G(x+0)~G(x~0)|dF (x)

3° X undY seien zwei unabhangige ZufallsgréRen mit den Verteilungsfunktion F und G, und es
sei X &Y. Danngilt: F(x)<G(x) ¥xe IR und F £ G ; ebenso gilt

F(x—0)<G(x—0) Vxe IR. Darausfolgt

P{X>Y}_fex 0)dF (x >f|: (x—0)dF (x),

@ P{X <Y} = 1_fG (x+0)dF (x) < 1—fF (x+0)dF (x),

und wir erhalten

(3) P{X>Y}-P{X<Y}> f[F(x—o)+F(x+o)]dF(x) -1 = 0,

=1 (gem&R 1°)
d.h. P{X>Y} > P{X <Y}.Wir haben noch zu zeigen, daR3 in der letzten Ungleichung das Gleich-
heitszeichen nicht mdglich ist.

4° Essei F(x)< G( ) ¥x€ IR und

[o(x)dr(x) = [F(x)dF(x
Wenn F diskret ist mit den Sprungstellen X, Xo,..., dann gilt

J16(=F ()] (x) = D[6(x) = F (x)]dF (x) = 0,

i >0

und darausfolgt G(x )=F(x) fur i=12,...,dh. F =G.WennF eine stetige Dichte f besitz,
dann gilt

J16()-F(xJdF(x) = [[e()=F(x]f (x)ox = 0.

>0

und daraus folgt G(x)=F (x) ¥x mit f (x)>0; wegen der Monotonie der Verteilungsfunktionen
folgt daraus G(x)=F (x) ¥xe IR. Dain den Beziehungen (2) und (3) F £ G ist, so miissen also
die Ungleichungen in diesen Beziehungen echt sein, da das Gleichheitszeichen nicht méglich ist, und
damit ist die Behauptung (1) bewiesen.
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Beispidl:
Wir wollen durch ein Gegenbeispiel zeigen, dass die Umkehrung der Behauptung (1) nicht richtig ist.
Essei X eine stetige Zufallsgrofe mit der Dichte

fur O<x§%

fr 5<x§ E
sonst,

f(x)=

O N N

und Y besitze eine Gleichverteilung im Intervall [0,1]. Dann gilt

25

% %
P{X>Y} = fG(x)f(x)dx:%fxder fodx: 832,
0 %

dh. X Y. Esistjedoch F(%) =% < G(%)=2 und F(%)=1> G(%) =%, und somit gilt
nicht F(x) <G(x) ¥xe IR, d.h. Xty = xly.

Resultat:
Die stochastische Ordnung geméld Definition | ist eine vollstandige Ordnung; fur jedes Paar (X,Y)
von ZufallsgrofRen gilt

entweder P{X>Y} > P{X <Y}, dh.  xiv,
oder P{X>Y} < P{X<Y}, dh.  X<Y,

oder P{X>Y} = P{X<Y}, dh. X2V

Die stochastische Ordnung gemaR Definition 11 ist keine vollstéandige sondern nur eine partielle Ord-
nung; es gibt Paare (F,G) von Verteilungsfunktionen, welche nicht geordnet sind gemal3 Definiti-

on Il (siehe das obige Beispiel). Die Ordnung gemal3 Definition Il ist eine Vergroberung der Ordnung
gemal3 Definition |, denn alle Paare von Zufallsgrof3en X, Y (mit zugehdrigen V erteilungsfunktionen F
und G), welche geordnet sind gemal3 Definition I, sind auch im gleichen Sinne geordnet gemaf3 Defi-
nition |, aber es gibt Paare, welche nicht geordnet sind gemal3 Definition 11, wohl aber gemaR Defini-
tion | (siehe das obige Beispiel).
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2. Test von Wilcoxon (-Mann-Whitney); Problemstellung

Sochastische Ordnung geméal Definition I:
Xund Y seien unabhangige ZufallsgrofRen mit den Verteilungsfunktionen F und G. Wir schreiben

FEG o xdv.

Nun seien
D STRRR je mit Verteilungfunktion F
m unabhéngige Zufallsgrofien ] _ _ J .
Y10 Y, jemit Verteilungfunktion G.

Wir betrachten die Testprobleme
Ho: F = G  (d.h. beide Stichproben haben die gleiche Verteilung);

Hi:a) F =¥ (d.h. die X; sind stochastisch grofier aIsdieYJ- );
b) F E¥e (d.h. die X; sind stochastisch kleiner aIsdieYj );
c F 2c (d.h. dieX; sind stochastisch verschieden von den Y; ).
Testgrofie
Unter der Alternative Hy: F 2 G gilt P{X >Y} > P{X <Y} wahrend unter der Nullhypothese aus
Symmetriegrinden P{X >Y} = P{X <Y} . Wir betrachten die Statistiken
U, = Anzahl der Paare (i, j) mit X; >Y;
U_ = Anzahl der Paare (i, j) mit X; <Y;
Up = Anzahl der Paare (i, j) mit X; =Y;
Der Test von Wilcoxon-Mann-Whitney verwendet die Testgrole U =U +%U0. Diese TestgrofRe

héngt zusammen mit der Rangsumme T, (vgl. unten): T, =U +%n1(nl +1.

3. Test von Wilcoxon im stetigen Fall

Wir nehmen hier an, dass die beiden Verteilungsfunktionen F und G stetig sind; es gilt dann

P{Xj =Y;} =0 furallei, j, und somit kénnen wir davon ausgehen, dass keine Bindungen auftreten
(engl.: tie = Bindung, Gleichstand).

Vorgehen:
»  Gesamtstichprobe ordnen; Beobachtungen durch Rangzahlen ersetzen;

* unter Hy hat jede der (nl:;an) Permutationen die gleiche Wahrscheinlichkeit;

» asTestgroRe verwendet der Test von Wilcoxon die Rangsumme T, der X-Werte;
die exakte Verteilung von T, unter Hg ist berechenbar, sie hangt nicht von der speziellen Form
von F (=G) ab; daher der Name "verteilungsfre";
*  Testvorschrift im Fall a):
Berechne die Rangsumme der x-Werte fur die vorliegenden Stichproben — t;
berechne den rechten p-Wert p, =Py {Ty > tops}:
verwirf Hg, falls p, <a.
Analog im Fall b) und c).

Praktische Durchfiihrung des Tests mit StatXact:
Satistics, Two independent samples, Wilcoxon-Mann-Whitney, ...
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Beispiel:

m=2 X =50, 29

=3 yj=21 45 25

geordnete Gesamtstichprobe: 2.1 < 25 < 29 < 45 <50

zugehdrige Beob.namen: Y < ¥3 <X < Y2 < X
zugehdrige Stichprobe: Yy < ¥ < x <Y < x
zugehdrige Rangzahlen: 1 2 3 4 5

Die Rangsumme der x-Werte (1. Stichprobe) betragt: T, =3+5 = 8 (=tgs) -

Die nachfolgende Tabelle listet die (’h*n'lnz) = (g) =10 Permutationen von x- und y-Beobachtungen

auf, welche unter Hy aus Symmetriegrinden je die gleiche Wahrscheinlichkeit %o besitzen.

Rangzahlen T
. X U
Permutationen | 1 2 3 4 5

1 X X y y y 3 0
2 X y X y y 4 1
3 X y y X y 5 2
4 X y y y X 6 3
5 y X X y y 5 2
6 y X y X y 6 3
7 y X y y X 7 4
8 y y X X y 7 4
9 y y X y X 8 5
10 y y y X X 9 6

Esgilt T, =U +%n1(nl +1) =U +3. Die Verteilung der Zufallsgrofde T, unter Hg ist somit gege-
ben durch die folgende Tabelle

K 3 4 5 6 7 8 9
P{Ty=k} |01 01 02 02 02 01 01|10

und daraus ergibt sich, dass P{Ty >tq,s} = P{Ty>8} = 0.2 (= p,). Dadieser p-Wert nicht klein
genug ist, kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden.

4. Test von Wilcoxon im allgemeinen Fall

Falls die Verteilungsfunktionen F und G Sprungstellen besitzen kénnen, so kdnnen Bindungen auf-
treten, z.B. X, = y; oder x = y3 = Yy5. Die Beobachtungen einer Bindung miissen aus Symmetrie-
grunden die gleiche Rangzahl erhalten, und damit hangt der Wertebereich und die Verteilung der
Rangsumme von der Anzahl und Lange der Bindungen ab. Die Lage und die Lange der Bindungen
héngt dabei ab von der Lage der Sprungstellen und den Sprunghdhen bei den beiden Verteilungs-
funktionen. Es scheint, dass eine exakte L 6sung ohne Zusatzannahmen Uber die V erteilungsfunktion
nicht moglich ist. Diesist jedoch nicht richtig, der Test von Wilcoxon kann ohne irgendwelche An-
nahmen Uber die Verteilungsfunktionen korrekt durchgefiihrt werden (datengesteuerter Test bei gege-
benem Bindungsmuster).
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Bindungsmuster

Essel i =2 und ny =3, d.h. n=m +n, =5. Wir bezeichnen die Beobachtungswerte der geord-
neten Gesamtstichprobe mit z <z, <--- < z;. Nun kénnte bei spiel sweise das fol gende Beobach-
tungsmuster (Bindungsmuster) vorliegen: z = z, < 73 < 74 < 7Z5; dieses Muster ist charakterisiert mit
(24,141, d.h. die kleinsten beiden Werte bilden eine 2-er-Bindung, die Ubrigen drei Werte sind unge-
bunden. Ein anderes Bindungsmuster wére z < z, = z3 < 4 = Zg; dieses Muster ist charakterisiert
durch (1,2,2) . Jede Zerlegung (by,b,,...) der natlrlichen Zahl n=5 in Summanden mit

b+, +---=nund b >1 liefert ein mdgliches Bindungsmuster. Die Gesamtzahl der mdglichen
Bindungsmuster (by,b,,...) bei gegebenem n betrégt "1 (n—1 Positionen flr ein mogliches
Gleichheitszeichen). Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Bindungsmuster vorliegt hangt ab
von der Lage und Hohe der Sprungstellen bei den unbekannten V erteilungsfunktionen F und G.

Verteilung der Testgrofie bei gegebenem Bindungsmuster

Wir nehmen an, dass die Nullhypothese vorliegt, dass aso die Zufallsgrofien X; und Y; alle unab-
héngig sind je mit der gleichen unbekannten Verteilungsfunktion F; die Verteilungsfunktion F kann
Sprungstellen besitzen, und somit kénnen Bindungen auftreten. Es sei wiederum ny =2 und n, =3,
und wir nehmen an dass das Bindungsmuster (1,2,1,1) vorliegt. Auf die beiden Beobachtungen inner-
halb der 2-er-Bindung fallen die Rangzahlen 2 und 3, und somit erhalten beide Beobachtungen das
arithmetische Mittel (2+ 3)/2= 2.5 als Rangzahl. Die mdglichen Permutationen mit den zugehdrigen
Werten der Rangsumme T, sind in der nachfolgenden Tabelle aufgelistet. Dabei unterscheiden sich
z.B. die ersten beiden Permutationen nur durch die Reihenfolge innerhalb der 2-er-Bindung, und sie
sind als Beobachtungsmuster nicht unterscheidbar. Jede der 10 Permutationen hat aus Symmetrie-
griinden die Wahrscheinlichkeit % .

Rangzahlen T
Permutationen | 1 [ o5 [ 25| 4 [ 5 | X | Y
1 X X y y y | 35| 05
2 X y X y y | 35|05
3 X y y X y 5 2
4 X y y y X 6 3
5 y X X y y 5 2
6 y X y X y | 65| 35
7 y X y y X | 75| 45
8 y y X X y | 65| 35
9 y y X y X | 75| 45
10 y y y X X 9 6

Auch hier gilt T, =U +2my(ny +1) =U +3. Die Verteilung der ZufallsgroBe T, unter Hg ist somit
gegeben durch die folgende Tabelle

k 35 5 6 65 75 9
PMTy=kt |02 02 01 02 02 01|10
Diese Verteilung unterscheidet sich von der Verteilung, die wir oben im Fall ohne Bindungen gefun-
den haben. Die exakte Verteilung der Rangsumme T, unter Hy bei gegebenem Bindungsmuster
(by,by,...) istaso nur abhéngig vom Bindungsmuster, und sie kann fir jedes Bindungsmuster be-
rechnet werden.
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Essel B, die Gesamtheit aller moglichen Bindungsmuster zu n:

By ={b=(0y.by,...)|(by,b,...) ist Bindungsmuster zun}.
Fur jedes Bindungsmuster b = (b,b,,...) kann die exakte bedingte Verteilung der Rangsumme T,
gegeben b bestimmt werden; mit Hilfe dieser Verteilung kann ein exakter Test zum Signifikanzni-
veau « durchgefuhrt werden, und es gilt dann fiir diesen bedingten Test unter Hy: F =G

P {Test verwirft Hofo = (b, by, )} < o
Somit gilt fir den globalen Test (unbedingten Test):

R {Testverwirft Ho} = > R (b) Re {Test verwirft Ho|b = (by, by,...)}

=

be By <o firjedesb € B,
< « Z Pp(b) = a.
beB,
—1

Auf diese Weise kann der Test von Wilcoxon exakt durchgefihrt werden auch wenn beliebige Bin-
dungen vorliegen. Mit Hilfe von randomisierten Entscheidungen kénnte das vorgegebene Signifi-
kanzniveau « bel jedem bedingten Test und damit auch beim globalen Test voll ausgeschdpft werden
(wie z.B. beim exakten Vier-Felder-Test von Fisher).

Praktische Durchfihrung des Tests mit StatXact:
Satistics, Two independent samples, Wilcoxon-Mann-Whitney, ...
Die Prozedur berechnet zum Bindungsmuster, das durch die vorliegenden Daten gegeben ist, den
exakten p-Wert beim gegebenen Bindungsmuster (bedingter oder datengesteuerter Test).

Bemerkungen:
a) Das Testproblem zum Zweistichproben-Test von Wilcoxon haben wir sehr allgemein formuliert
as Hp:F=G gegen Hi: F S G, wobei tiber die Verteilungsfunktionen F und G keinerlei weitere
Annahmen bendtigt werden. Der Test kann exakt durchgefiihrt werden (z.B. mit StatXact), und der
Test ist konsistent, d.h. wenn fir ein festes Paar (F,G) die Alternative wahr ist, dann konvergiert die
Ablehnwahrscheinlichkeit fir ny,n, — oo gegen 1. Diesist sehr plausibel, denn wenn wir mit

U, = Anzahl der Paare (i, j) mit X; >Y;

U_ = Anzahl der Paare (i, j) mit X; <Y;

Ug = Anzahl der Paare (i, j) mit X; =Y,
bezeichnen, und mit U =U +%Uo, dann gilt unter Hy Ey(U)=n/2, wahrend unter H;
Ey(U)=np, mit p; > % . Man muB allerdings berticksichtigen, dass nicht alle Paare (X;,Y;) sto-
chastisch unabhéngig sind.

b) Ein Spezialfall unseres Testproblems sind die Lagemodelle mit G(x)= F(x— y) . Das Testpro-
blem lautet dann Hg: n =0 gegen Hy: o <0, dennfir 1 <0 ist offensichtlich G(x) > F(x) Vxe IR
und somit F £ G . FallsF eine Normalverteilung N(u,az) ist, so gelangen wir zum Testproblem des
klassischen doppelten t-Tests. Man kann zeigen, dass dann die asymptotische relative Effizienz des
Tests von Wilcoxon im Vergleich zum doppelten t-Test 3/ = 0.955 betrégt. Diesist ein erstaunlich
hoher Wert, wenn man bedenkt, dass der Test von Wilcoxon einen viel breiteren Anwendungsbereich
besitzt als der doppelte t-Test!
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c) Wir betrachten das folgende Testproblem

X1 Xy je mit Verteilungfunktion F

Yy, hy
g = Medianvon F
tg = Medianvon G

unabhangige ZufallsgrolRen | _ .
jemit Verteilungfunktion G.

Ho: up = pg gegen Hy pp > pg.
Man konnte meinen, dass auch dieses Problem mit dem Test von Wilcoxon gel 0st werden kann. Dies
ist jedoch nicht richtig, da unter der Alternative sowohl F £ G alsauch F 2 G sein kann. Dasfol-
gende Beispiel zeigt, dass puf >ug » F2G.
Beispiel:
X und Y seien unabhangige ZufallsgréRen, wobei X eine Gleichverteilung in [0,1] besitzt, und die

Dichte von Y gegeben ist durch
15 fur 0<x<04

|0 fir 0.4<x<1
9(x) =11 fir 1< x<1.4
0 onst.

F und G seien die Verteilungsfunktionen von X und Y. Dann gilt
i =Medianvon F =1

Wk N

tg =Medianvon G =

und
14
P{X <Y}= [ F(y)a(y)dy=052.
0
In diesem Beispiel ist also pp > g und P{X <Y}>P{X>Y},dh. F 2 G,

Anstelle des Tests von Wilcoxon ist beim obigen Testproblem der Median-Test zum Zwei-
Stichprobenproblem anzuwenden.



