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Vorwort

Das vorliegende Skript ist entstanden aus V orlesungen, welche ich mehrfach an der Uni-
versitét Minchen gehalten habe. Es werden die wichtigsten Kapitel der klassischen stati-
stischen Qualitatskontrolle behandelt, wie sie etwa zu finden sind bei Uhlmann (1982).
Dabel hinterlasst der Einsatz des Computers mit dem Programm Maple (Analysis, nume-
rische Mathematik etc.) deutliche Spuren. So sind wir in der Lage, bei der Attributenkon-
trolle auch randomisierte Prifpldne zu untersuchen; solche Prifplane ermdglichen eine
weitere Reduktion des notwendigen Stichprobenumfangs, und sie erlauben symmetrische
Ldsungen, bei denen das Produzentenrisiko mit dem Konsumentenrisiko Ubereinstimmt;
weiter kdnnen wir mit Hilfe von randomisierten Entscheidungen bel zweistufigen Prif-
plénen die kritischen Grenzen so zu bestimmen, dass die Operationscharakteristik genau
durch die vorgegebenen zwei Punkte verlauft, und dass dabei der erwartete Stichpro-
benumfang minimal wird. Beim sequentiellen Binomialverfahren erlaubt ein einfaches
Maple-Programm, bei beliebig vorgegebenen Schranken die Annahme- und Ablehnwahr-
scheinlichkeiten exakt zu berechnen; durch Probieren (trial and error) kann man die
Schranken so wahlen, dass vorgegebene Annahme- bzw. Ablehnwahscheinlichkeiten er-
reicht werden. Schliefdlich kdnnen wir bei der Variablenkontrolle mit unbekannter Streu-
ung nicht nur bei der einseitigen sondern auch bei der zweiseitigen Fragestellung eine
sinnvolle Lésung anbieten, welche meines Wissens bisher noch nicht vorgeschlagen wur-
de; die Bestimmung der kritischen Schranke kann mit einer einfachen Simulationsstudie
durchgefuihrt werden. Die Maple-Arbeitsbl&tter, dieim Skript beschrieben sind, finden

sich unter www.stat.uni-muenchen.de/~knuesel bei Statistische Qualitatskontrolle.

M Unchen, Mai 2004 L. Knisd
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1. Einflhrung

Typische Aufgaben der statistischen Qualitatskontrolle
a) Eingangs- und Endkontrolle

Produzent liefert an Konsumenten (z.B. Schrauben);
es erfolgt eine vertragliche Einigung auf ein bestimmtes Prifverfahren.,

b) Laufende Kontrolle
Bei der Produktion eines Massenartikels (z.B. am Flief3band) sollen Abweichungen von der ge-
winschten Qualitét friihzeitig erkannt werden (quality contol = Qualitatsiiberwachung, Qualitdts-
steuerung).

Prifverfahren fur qualitative Merkmale:  Attributenkontrolle, zéhlende Priifung
Prufverfahren fir quantitative Merkmale:  Variablenkontrolle, messende Priifung

2. Attributenkontrolle, einfache Prifplane

In diesem Abschnitt behandeln wir die Eingangs- und Endkontrolle bei qualitativen Mermalen (Gut-
Schlecht-Priifung).

1. Einfacher Prifplan

Los mit N Stticken;

M = unbekannte Anzahl der schlechten (defekten) Stlicke im Los;
p=M/N = unbekannter Ausschussanteil im Los;

n Stiicke zufdlig auswahlen (mit oder ohne Zuriicklegen);

X = Anzahl der schlechten Stiicke in der Stichprobe;

X ~Bi(n, p) imFal mit Zuricklegen;

X ~H(N,M,n) im Fall ohne Zurlicklegen;

Losablehnen, fals X >c;

Los annehmen, falls X <c.

c hei®t Annahmezahl;
(n,c) legt Priifplan fest; man spricht hier von einem einfachen Prifplan.

OC-Funktion, Operationscharakteristik
L(p) = P, {X <c} = Annahmewahrscheinlichkeit als Funktion von p

In der Testtheorie betrachtet man die sogenannte Guitefunktion
B(p) = Py {X > c} = Ablehnwahrscheinlichkeit as Funktion von p
Esgilt aso
L(p)=1-5(p).
Der Priifplan (n,c) soll nun so gewahlt werden, dass die OC-Funktion wiinschenswerte Eigenschaften
besitzt.
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2. Verhalten der OC-Funktion fir n — oo

a) Fall mit Zuricklegen, Binomialverteilung:
Beim Grenziibergang

n,c— oo und %_> Po (0< pp<1)

gilt
1 fir p<pg
L(p) =15 ¢
0 fur p> pg
denn:
X ~Bi(n, p)
X e, p (schwaches Gesetz der grofen Zahlen)
n
£ Ppo (nach Voraussetzung)
n
und daher gilt
X _¢c 1 fir p<pg
L =P, X<ct=P1 — < —} ——
(P)=Pp{X=c} p{n - n} {O fir p> pg

b) Fall ohne Zurlicklegen, hypergeometrische Verteilung:
Beim Grenzlibergang

N,M,n,c— oo, %a p und £ Po (0O< pg<d
n

gilt
1 fir p<
L(p)— i %o
0 fur p> py
denn:
X ~H(N,M,n)
% —P . p (plausibel, ohne formalen Beweis)
c_ (nach Voraussetzung)
n
und daher gilt
1 fir p<
L(p):Pp{xgc}sz{igf}—> " P=P
n n 0 fur p> py

Anderer Grenzilbergang: Falls
M c
N1M1Cfe§1 = =—, N N7
P N Po N -
so gilt
L(p)=rpfx<e) — |
dennim Grenzfall n=N gilt
P{X:M}:l und P{X::M}zo.

1 far M<c dh fur p<py
0 far M>c d.h. fur p> pg
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Bemerkung:

In der Testtheorie spricht man von einem konsistenten Test, wenn die Gutefunktion bei wachsendem
Stichprobenumfang n im Bereich der Alternative gegen 1 und im Bereich der Nullhypothese gegen 0
konvergiert. Hier haben wir die entsprechende Eigenschaft fir die OC-Funktion bewiesen. Aufgrund
der Konsistenz kann man also bei vorgegebener Trennschérfe (vgl. unten) der OC-Funktion stets ei-
nen Prufplan finden, der diese Trennschérfe besitzt.

3. Einfacher Prifplan mit Vorgabe von zwei Punkten der OC-Funktion
Gegeben:

Po s P3 mit 0< py < P3 <1 Abb.1: OC-Funktion L(p)
o, 3 mit O<ﬁ<%<a<l T
a

Gesucht: Prifplan (n,c) mit

L(py)=>a und L(pg)<p.
Essind also zwei Punkte (p,,«) und (ps,/3) vorgegeben. Die-
se zwei Punkte bestimmen die Trennschérfe des Prifplans. L(p)

Zur Interpretation:

p ist der unbekannte Ausschussanteil im Los, und es gilt: B
0<p<np,: akzeptable Qualitat; T-\\‘

pg < p<1: inakzeptable Qualitét; [ Ps

p,, heifdt Annahmegrenze (AQL = acceptable quality level);
P heil3t Ablehngrenze (RQL = rejectable quality level oder LQ = limiting quality
oder LPTD = |ot tolerance per cent defective).
Der Produzent ist daran interessiert, dass akzeptable Qualitat mit grof3er Wahrscheinlichkeit ange-
nommen wird; die Wahrscheinlichkeit 1— o heil3t daher Produzentenrisiko (= Wahrscheihlichkeit,
dass Lose mit akzeptabler Qualitét zuriickgewiesen werden).

Der Konsument ist daran interessiert, dass inakzeptable Qualitét mit grosser Wahrscheinlichkeit zu-
rickgewiesen wird; die Wahrscheinlichkeit 5 heil3t daher Konsumentenrisiko (= Wahrscheinlichkeit,
dass Lose mit inakzeptabler Qualitét angenommen werden).

Approximationsformeln:

Aus den entsprechenden Formeln fir die Gitefunktion in der Testtheorie ergeben sich die folgenden
Na&herungsformeln fir den notwendigen Stichprobenumfang:

2P P) + 255 A= p3) |

a) imBinomialfall: n =Np;
pﬁ — Pa

b) imhypergeometrischenFall: n > ng ——— = ny, .
) yperg = BN ng Hy

Die Annahmezahl c ist dann so zu wéahlen, dass gilt:
Ppw{X <c} < a.



4 2. Attributenkontrolle, einfache Prifplane

Beispiel
Maple-Arbeitsblatter zu diesem Beispiel:

a) Fall ohne Zuriicklegen (hypergeometrische Verteilung):  ei n_pp. mas
b) Fall mit Zuriicklegen (Binomialverteilung): ei n_ppbi . ms

Essei N =25000, p, =0.01, p3 =0.03,=0.9,3=01. Danngilt z, =2z 3 =27y9=1.282 und
somit

2
1.2821/0.01x 0.99 +1.2821/0.03x 0.97

Ngi = = 299.75 ~ 300;
0.03—0.01
Nyy = 3005;.oo = 283.02 ~ 283.
5000 +- 300
Aufgrund der folgenden Tabellen ergibt sich in beiden Fallen die Annahmezahl c=5.

Tabellel: X ~H(N,M,n) Tabelle2: X ~Bi(n, p)
mit N =5000, M =50, n=300 mit n=300, p=0.01

c | P{X<c} c | P{X<c}

0.854 4 0.816
5 0.941 5 0.917

Somit ergeben sich die folgenden Naherungs Gsuniyer.

a) Fall ohne Zurlicklegen (hypergeometrische Verteilung):
n=283, c=5. Dannist L(p,)=0.939 und L(pz)=0.139.

b) Fall mit Zurticklegen (Binomialverteilung):
n=300, c=5. Dannist L(p,)=0.917 und L(pg)=0.112.

Exakte Ldsung:

Die Tabellen 3 und 4 zeigen in Spalte 4 und 5, dass die OC-Funktion L(p) bei gegebenem c und p
abnimmt bei wachsendem n, und dass sie bei gegebem n und p zunimmt, wenn c vergrofert wird. Die
Spalten 4 und 5 weisen daher ein Sdgezahnverhalten auf, und die exakte L 6sung bekommt die seltsa-
me Form:

a) Fall ohne Zuriicklegen (hypergeometrische Verteilung):

Unter der Nebenbedingung L(p,,) >0.9 gilt L(p;) <0.1 fur 303<n<322,

sowie fir n>344. Die L6sung mit dem kleinsten Stichprobenumfang n ist gegeben durch n= 303
und c=5. Esistdann L(p,)=0.9204 und L(pg) = 0.0995.

b) Fall mit Zuriicklegen (Binomialverteilung):

Unter der Nebenbedingung L(p,)>0.9 gilt L(pg) <0.1 fir 308<n<316,

sowie flr n>349. Die L6sung mit dem kleinsten Stichprobenumfang n ist gegeben durch n= 308
und c=5. Esist dann L(p,)=0.9088 und L(psz)=0.0984.

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass randomisierte Prifpléne natiirlichere und schénere
L dsungen ermoglichen.
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Exakte Losung im hypergeometrischen Fall (ohne Zurticklegen)
X ~H(N,M,n), N=5000, p=M/N;
Gegeben:

p, =0.01 a=0.9

p; =0.03 3=0.1

Gesucht:
Einfacher Prifplan (n,c) mit L(p;) >a und L(pg) <3, wobei
L(p)= P, {X <c}= OC-Funktion.

Essei (n,c,6) mit 0< <1 einrandomisierter Prifplan mit der OC-Funktion
L(p)=Pp{X <c}+(1-6)Py{X =c} =Py {X <c}-6Py{X =c}.

Tabelle 3: Werte der OC-Funktion des gewohnlichen und randomisierten Prifplans (ei n_pp. nns)

(1) (2 (3) (4) (5) (6) (7)

n c 5 | L(pa) | L(Ps) | L(pa) | L(ps)
230 4 0.1855| 0.92197 | 0.17171 | 0.90000 | 0.15451
240 | 4 |0.0795| 0.91014 | 0.14500 | 0.90000 | 0.13859
248 4 0.0002| 0.90003 | 0.12618 | 0.90000 | 0.12616
249 | 5 [0.9803| 0.96364 | 0.23365 | 0.90000 | 0.12613
250 5 0.9605| 0.96302 | 0.23031 | 0.90000 | 0.12609
260 | 5 [0.7773| 0.95650 | 0.19876 | 0.90000 | 0.12340
270 5 0.6168| 0.94928 | 0.17061 | 0.90000 | 0.11762
280 | 5 [04743| 0.94136 | 0.14570 | 0.90000 | 0.10986
290 5 0.3461| 0.93273 | 0.12381 | 0.90000 | 0.10098
201 | 5 [0.3340| 0.93182 | 0.12178 | 0.90000 | 0.10006
292 5 0.3220| 0.93091 | 0.11978 | 0.90000 | 0.09913
300 | 5 |0.2294| 0.92337 | 0.10472 | 0.90000 | 0.09160
301 5 0.2183| 0.92239 | 0.10296 | 0.90000 | 0.09065
302 | 5 |02072| 092141 | 0.10122 | 0.90000 | 0.08970
303 5 0.1963| 0.92042 | 0.09950 | 0.90000 | 0.08876
310 | 5 |0.1218| 091329 | 0.08817 | 0.90000 | 0.08217
320 5 0.0215| 0.90250 | 0.07392 | 0.90000 | 0.07301
322 | 5 |00022| 0.90026 | 0.07132 | 0.90000 | 0.07123
323 6 0.9857| 0.96005 | 0.13836 | 0.90000 | 0.07103
343 | 6 |0.6558| 0.94754 | 0.10099 | 0.90000 | 0.06657
344 6 0.6412| 0.94685 | 0.09937 | 0.90000 | 0.06618
399 | 6 |0.0019| 0.90020 | 0.03833 | 0.90000 | 0.03828
400 7 0.9860| 0.95704 | 0.07751 | 0.90000 | 0.03819

Randomisierter Prfplan:
Unter der Nebenbedingung L(p,,) = =09 gilt L(pz) <3 =0.1fiir n>292. Die Lésung mit
dem kleinsten Stichprobenumfang n ist gegeben durch n=292, c=5 und § =0.3220. Esist
dann L(p,)=0.90000 und L(psz)=0.09913.

Gewohnlicher (nicht-randomisierter) Prifplan:
Unter der Nebenbedingung L(p,)>a =0.9 gilt L(pg) <3=0.1flr 303<n<322,
sowie fir n> 344 . Die L6sung mit dem kleinsten Stichprobenumfang n ist gegeben durch
n=303 und c=5. Esistdann L(p,)=0.92042 und L(pgz)=0.09950.
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Exakte Losung im Binomialfall (mit Zurticklegen)

X ~Bi(n, p)
Gegeben:
p, =0.01 a=0.9

ps=003  §=01
Gesucht: Einfacher Prifplan (n,c) mit
L(pa) > und L(pﬁ> <8,

wobei
L(p)= Py {X <c}= OC-Funktion.

Essei (n,c,6) mit 0< 6 <1 einrandomisierter Prifplan mit der OC-Funktion
L(p)=Pp{X <c}+(1-6)Py{X =c} =Py {X <c}-6Py{X =c}.

Tabelle 4: Werte der OC-Funktion des gewohnlichen und randomisierten Prifplans (ei n_ppbi . mas)

1) (2 ©) (4) ) (6) (7)

n c 6 L(pa) L(pﬁ) E(pa> upﬁ)
300 5 0.1693| 0.91710 | 0.11202 | 0.90000 | 0.10193
301 5 0.1582| 0.91609 | 0.11023 | 0.90000 | 0.10093
302 5 0.1473| 0.91507 | 0.10847 | 0.90000 | 0.09993
303 5 0.1363| 0.91405 | 0.10673 | 0.90000 | 0.09893
304 5 0.1255| 0.91302 | 0.10501 | 0.90000 | 0.09794
305 5 0.1148| 0.91198 | 0.10332 | 0.90000 | 0.09694
306 5 0.1041| 0.91094 | 0.10165 | 0.90000 | 0.09595
307 5 0.0935| 0.90989 | 0.10001 | 0.90000 | 0.09495
308 5 0.0830| 0.90883 | 0.09839 | 0.90000 | 0.09396
316 5 0.0012| 0.90013 | 0.08621 | 0.90000 | 0.08615
317 6 0.9833| 0.95802 | 0.16013 | 0.90000 | 0.08604
348 6 0.4898| 0.93720 | 0.10122 | 0.90000 | 0.07599
349 6 0.4763| 0.93645 | 0.09968 | 0.90000 | 0.07546
390 6 0.0053| 0.90053 | 0.05154 | 0.90000 | 0.05139
391 7 0.9916| 0.95491 | 0.09850 | 0.90000 | 0.05108

Randomisierter Prfplan:
Unter der Nebenbedingung L(p,)=a =09 gilt [(pz) <3 =0.1fir n>302. Die L6sung mit
dem kleinsten Stichprobenumfang n ist gegeben durch n=302, c=5 und § =0.1473. Esist
dann L(p,)=0.90000 und L(pg)=0.09893.

Gewohnlicher (nicht-randomisierter) Prifplan:
Unter der Nebenbedingung L(p,)>a=0.9 gilt L(pg) <5 =0.1 fur 308<n<316,
sowie flr n>349. Die Lésung mit dem kleinsten Stichprobenumfang n ist gegeben durch
n=308 und c=5. Esist dann L(p,)=0.90883 und L(pgz)=10.09839.
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4. Randomisierte Prifplane

In der Testtheorie werden randomisierte Tests eingefiihrt, um bei diskreter TestgrofRe mehr Spielraum
fUr die Testentscheidungen zu gewinnen.

Beispiel

In einer Urne befinden sich drei Kugeln, entweder zwei weil3e und eine schwarze Kugel (Hg ) oder
eine weif3e und zwei schwarze Kugeln (H;). Man darf zwei Kugeln zuféllig auswahlen (ohne Zu-
riicklegen und soll dann entscheiden, ob der Fall Hy oder H, vorliegt. Die folgende Tabelle listet die
drei mdglichen Stichprobenergebnisse mit den zugehdrigen verntinftigen Entscheidungen auf.

Stichprobe | Hy oder Hy?
(w,w) Ho
(9 Hy
(w,s) ”?

Beim Stichprobenergebnis (w,s) sind beide Félle Hg und H; moglich, und aus Symmetriegrinden
kann es hier sinnvoll sein, die Entscheidung nicht im V oraus eindeutig festzulegen, sondern z.B. eine
Mnze zu werfen, und die Entscheidung vom Ausgang dieses zusétzlichen Experiments abhangig zu
machen. Dabei entscheide ich mich also beim Stichprobenergebnis (w,s) mit Wahrscheinlichkeit 0.5
fur Hg und mit Wahrscheinlichkeit 0.5 fir H;. Man spricht dann von einem randomisierten Ent-
scheidungsverfahren oder einem randomisierten Test.

Ein randomisierter Prifplan ist charakterisiert durch (n,c,6) , wobei 0< 6 <1. Wenn X die Anzahl
der schlechten Stiicke in der Stichprobe bezeichnet, so gilt die folgende Entscheidungsregel:

fals X <c: Losannehmen;

falls X >c¢: Losablehnen;

fals X =c: Losablehnen mit Wahrscheinlichkeit 6 und annehmen mit W'keit 1—6 .

Fir 6 =0 ist der randomisierte Prifplan (n,c,8) aquivalent zum gewohnlichen Prifplan (n,c) .
Die OC-Funktion des randomisierten Priifplans lautet

L(p) = Annahmewahrscheinlichkeit als Funktion von p
= Py{X <c}+(1-6)P,{X =c} = P,{X <c}-6Py{X =c}
Mit Hilfe von randomisierten Prifplanen (n,c,8) kénnen wir unsere Anforderungen an die OC-
Funktion verschérfen, dawir ja durch die zusétzliche stetige Variable 6 mehr Spielraum haben.

Variante A

Gesucht: Prifplan (n,c,6) mit L(p,)=a und L(pg) <23.

Die Losung dieses Problems | asst sich wie folgt finden. Bei gegebenemnund cist 6 so zu wahlen,
dass L(p,) =« ist; daraus ergibt sich

Pp {X<c}-a

(5 =
Py, {X=c}

L(pg) istdann as Funktion von n monoton abnehmend, und somit ist der kleinste Wert von n mit
L(pg) <28 leicht zu finden.
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Im Beispiel der Tabellen 3 und 4 zeigen die Spalten 6 und 7, dass unter der Nebenbedingung

L(p,) =« der Wert L(pz) monoton abnimmt als Funktion von n; es ergeben sich daher die nach-

folgenden einfachen L dsungen:

a) Fall ohne Zuriicklegen (hypergeometrische Verteilung):
Unter der Nebenbedingung L(p,)=0.9 gilt L(p3) <0.1 flr n>292. Die Ldsung mit dem
kleinsten Stichprobenumfang nist gegeben durch n=292, ¢=5 und § =0.3220. Esist dann
L(p,)=0.90000 und L(psz)=0.09913.

b) Fall mit Zuriicklegen (Binomialverteilung):
Unter der Nebenbedingung L(p,,)=0.9 gilt L(pg) <0.1 fir n>302. Die Ldsung mit dem
kleinsten Stichprobenumfang n ist gegeben durch n=302, c=5 und ¢ =0.1473. Esist dann
L(p,)=0.90000 und L(psz)=0.09993.

Variante B
Gesucht: Prifplan (n,c,6) mit 1—L(p,) = L(pg) . Bei diesem Prifplan ist das Produzentenrisiko
1-L(p,) dleich dem Konsumentenrisiko L(pg) (symmetrische Ldsung). Die Losung dieses Pro-
blems 1813t sich wie folgt finden. Bestimme den Prifplan (n,c,6) gemal’ A mit minimalem n. Lose
dann flr das Paar (n,c) dieGleichung 1-L(p,) = L(pg) nach ¢ . Diese Gleichung kann geschrie-
ben werden als

1-Py {X<cj+6P, {X=c} = Po, {X<c}-6Py, {X=c},
und daraus ergibt sich
. Po {X <c}+ Po, {x SC}_l.

Py {X=c}+Py {X=c}

Im Beispiel der Tabellen 3 und 4 finden wir die folgenden Ldsungen:

a) Fall ohne Zuriicklegen (hypergeometrische Verteilung):
Die Lésung zu Fall A mit minimalem nist gegeben durch (n,c,8) = (292, 5, 0.3220) . Somit er-

gibt sich fur die symmetrische L 6sung der folgende Wert von 6 :

o _ P AX=ch+Pp {X<cj-1  093091+011976-1 _ 0.05067
- Py {X=c}+P,, {X=c}  009601+006415  0.16016

Esist dann L(p3)=1-L(p,)=0.09948.

= 0.3165.

b) Fall mit Zurticklegen (Binomialverteilung):
Die Lésung zu Fall A mit minimalem n ist gegeben durch (n,c,6) = (302,5,0.1473) . Somit ergibt
sich fir die symmetrische Losung der folgende Wert von 6 :

s_ o {X<c}+Py, {X<c}-1 001507+ 0.10847-1

P, {X=c}+Py, {X=c} 0.10234+0.05797

Esist dann L(p3)=1-L(p,)=0.09996.

= 0.1468.




2. Attributenkontrolle, einfache Prifplane

Maple-Arbeitsblatt ei n_pp. mas

>
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#

# Einfache Prufplane (Attribut-Kontrolle),

# gewdhnliche, randomisierte und synmetrische Version
# mt hypergeonetri scher Verteilung (ohne Zurlckl egen)
#

restart;

#

# Naherungsfornel fir notwendi gen Stichprobenunfang
#

N : = 5000;
p_al pha := 0.01;
p_beta := 0.03;

al pha := 0.9;

beta := 0.1;

# Verteilungsfunktion zu N(O, 1)

Phi := 2z -> 0.5+0.5%*erf(z/sqrt(2.0));

# konpl ement &re Verteil ungsfunktion zu N(O, 1)
Phic :=z -> 0.5%erfc(z/sqrt(2.0));
z_al pha : = fsol ve(Phic(z)=1-al pha, z);
z _1m nbeta : = fsolve(Phic(z)=beta, z);
n_Bi := ((z_al pha*sqrt(p_al pha*(1-p_al pha))
+z_1m nbeta*sqrt(p_beta*(1-p_beta)))/(p_beta-p_al pha))”"2;
# n_Bi runden zu ganzer Zah
n_Bi 300. ;
n_Bi *N (N+n_Bi ) ;

Z

Exakt e Ldsung

eonetrische Verteilung H(N, M n)
k) = Pr{H(N,M n) = k}
k) = Pr{H(N, M n) <= k}

Hyperg
hyp(M
Hyp(M (N. M . .
:= (Mk) -> binom al (M k)*bi noni al (N-M n-k)/binom al (N, n);

(Mk) -> sunthyp(Mj),j=0..k);

Randomi sierter Prifplan (n,c,delta)

mt L(M.alpha) = alpha und L(Mbeta) <= beta

= kl ei nste ganze Zahl nit Hyp(M.al pha,c) >= al pha
delta so wéhl en, dass L(M al pha) = al pha

= M-> Hyp(Mc) - delta*hyp(Mc);

©

©

Q0> ** HrHEHFIFHRFITHFHHFHHEDS
203 TTHIZ i I3 |

M al pha = p_al pha*N (al s I ntegerzahl!)
al pha : = p_al pha*N,
al pha := convert(%rational);
M beta = p_beta*N (als Integerzahl!)
beta := p_beta*N,
beta : = convert(%rational);
=292;
:5,
Ita := eval f ((Hyp(M. al pha, c)-al pha)/ hyp(M al pha, c));
eval f (L(M_al pha));
eval f (L(M_ beta));
#

# Symmetrische Losung: 1-L(M.al pha) = L(M beta)

delta := eval f((Hyp(M al pha, c) +Hyp(M bet a, c) - 1)
/ (hyp(M al pha, c) +hyp(M beta, c)));

# Kontrolle

L(M al pha, c);

L(M beta,c);

1-L(M al pha, c);

#

# Gewohnlicher Priufplan (n,c)

# mt L(M.al pha) >= al pha) und L(Mbeta) <= beta

# ¢ = kleinste ganze Zahl mt L(Malpha) >= al pha
# OC- Funktion als Funktion von M
L:=M->Hp(Mc);

n: =292;

c: =5;

eval f (L(M_al pha));

eval f (L(M_ beta));
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Maple-Arbeitsblatt ei n_ppbi . mas

> #
# Einfache Priufplane (Attribut-Kontrolle)
# gewohnliche, random sierte und synmetri sche Version
# mt Binom alverteilung (mt Zurickl egen)
#
restart;
#
# Naherungsfornel fur notwendi gen Stichprobenunfang
#
p_al pha := 0.01
p_beta := 0.03;
al pha := 0.9;
beta := 0. 1;
#Vertei l ungsfunktion zu N(O, 1)
Phi := 2z -> 0.5+0.5*erf(z/sqrt(2.0));
# konpl enent are Verteil ungsfunktion zu N(O, 1)
Phic :=z -> 0.5%erfc(z/sqrt(2.0));
z_al pha : = fsol ve(Phic(z)=1-al pha, z);
> z 1minbeta : = fsolve(Phic(z)=beta,z);
> n_Bi := ((z_al pha*sgrt(p_al pha*(1-p_al pha))
+ z_1mi nbeta*sqrt(p_beta*(1l-p_beta)))/(p_beta-p_al pha))"2;

VVVYVYV vV V

\

\

Exakt e LOosung

Bi nom al verteilung Bi(n,p)

bin(k) = Pr{Bi(n, k) = k}

Bin(k) = Pr{Bi(n, k) <= k}

n:=(p,k) -> binomal (n, k)*p~k*(1-p)~(n-k);
n:=(p,k) ->sumbin(p,j),j=0..Kk);

Random si erter Prafplan (n,c,delta)

mt L(p_al pha) = alpha und L(p_beta) <= beta

c = kleinste ganze Zahl mt Bin(p_al pha,c) >= al pha
delta so wéhl en, dass L(p_al pha) = al pha

= p ->Bin(p,c) - delta*bin(p,c);

: =p_al pha;

1 =302;

. =5;

delta := eval f((Bin(p,c)-al pha)/bin(p,c));

L(p_al pha);

L(p_beta);

#

# Symmetrische Losung: 1-L(p_al pha) = L(p_beta)

delta := (Bin(p_al pha,c)+Bin(p_beta,c)-1)/(bin(p_al pha,c)+bin(p_beta,c));
# Kontrolle

L(p_al pha);

L(p_beta);

1-L(p_al pha);

\Y
OSTrHIHHEFDOE T T TR
1 n

VVVVYVYVVYV

VVVYVYVYV

Gewohnl i cher Priafplan (n,c) mt

L(p_al pha) >= alpha wund L(p_beta) <= beta

1= p ->Bin(p,c);

=302;

c = kleinste ganze Zahl mt L(p_al pha) >= al pha
: =5;

L(p_al pha);

L(p_beta);

OFH SR

VVVYVYVVYV
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3. Einfache Prifplane (Fortsetzung)

Im vorangehenden Kapitel haben wir einfache Prifplane untersucht, bei denen die OC-Kurve durch
zwei vorgegebene Punkte festgelegt ist. In diesem Kapitel beschreiben wir die sogenannten Philips-
Plane, und wir untersuchen einfache Priifpléne mit Totalkontrolle bei Ablehnung, sowie Pléne mit
abgebrochener Kontrolle.

1. Philips-Plane
Die Anfange der statistischen Qualitétskontrolle waren gepragt durch die folgenden beiden Standard-
werke:

Harold F. Dodge and Harry G. Romig. Sampling Inspection Tables. Single and Double Sampling.
First Edition 1944, Second Edition 1959, 224p. Wiley New Y ork.

Military Standard. Sampling Procedures and Tables for Inspection by Attributes. MIL-STD-105C,
1961; MIL-STD-105D, 1963, 64p. Department of Defense, USA.

Die beiden Werke enthalten umfangreiche Tabellen und Nomogramme zur Bestimmung von einfa-
chen und mehrstufigen Prifplanen. Bei der V orgabe von zwel Punkten der OC-Kurve hat man vier
Parameter (p,,«) und (pg,3) , welche einen Priifplan festlegen. Bei Philips-Planen gentigen zwei
Parameter zur Festegung eines Prifplans, namlich die Lage des Indifferenzpunktes und die Steigung
im Indifferenzpunkt.

Ausgangssituation:

Los mit N Stlicken;

M = unbekannte Anzahl der schlechten (defekten) Stiicke;
p=M/N = unbekannter Ausschussanteil;

n Stiicke zufélig auswahlen (mit oder ohne Zuriicklegen);
X = Anzahl der schlechten Stiicke in der Stichprobe;

X ~Bi(n,p) mit p=M/N imFall mit Zuruickiegen;

X ~H(N,M,n) im Fall ohne Zurlicklegen;

Los ablehnen, falls X >c;
Los annehmen, falls X <c.

OC-Funktion zum einfachen Prifplan (n,c) :
L(p) = Ry{X <c} = Annahmewahrscheinlichkeit als Funktion vonp .

Indifferenzpunkt pgs:

Pos S0: L(Pos) =75
Beim Ausschussanteil pg 5 ist die Wahrscheinlichkeit fur die Annahme des L oses ebenso gro3 wie
die Wahrscheinlichkeit fir die Ablehnung, namlich je 50%. Daher heif3t pg 5 der Indifferenzpunkt der
OC-Funktion (1QL = indifferent quality level). Die Ableitung der OC-Kurve im Indifferenzpunkt legt
nun die Trennschérfe des Priifplans fest; je steiler die Kurve abfalt im Indifferenzpunkt, deste gréfier
ist die Trennschérfe (vgl. Abb 1). Anstelle der Ableitung kann man auch die sogenannte Elastizitét
hp betrachten:

o = PosL’(Pos)

L(Pos) =2pgsLk'(Pos)-
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Beim Philips-Standar d-Stichprobensystem wird nun die folgende Aufgabe gestellt:

Vorgegeben: N = Losumfang;
Pos = Indifferenzpunkt (IQL = indifferent quality level);
hp = Elagtizitét im Punkt pg 5.

Gesucht: Einfacher Prifplan (n,c) , dessen OC-Kurve den vorgegebem Indifferenzpunkt pgs und die
vorgegebene Elastizitét hy im Punkt py s besitzt.

Bei diesem System legen die beiden Parameter py 5 und hy einen Prifplan fest; die zugehdrige Ta-
bellensammlung kann somit viel einfacher ausfallen als bei der V orgabe von zwei Punkten der OC-
Kurve (vier Parameter). Dawir heute unsere Priifplane mit Hilfe des Computers bestimmen und nicht
mehr mit Hilfe von Tabellen und Nomogrammen, und da die Interpretation bei der V orgabe von zwei
Punkten natirlicher und einfacher ist als bei den Philips-Planen, so sind diese Plane heute nach mei-
ner Meinung Uberholt.

2. Totalkontrolle bei Ablehnung

Wir betrachten die gleiche Ausgangssituation wie oben mit der zusétzlichen Annahme, dass bei einem
Los, das zurlickgewiesen wird, jedes Stiick gepriift wird, und dass alle defekten Stiicke durch gute
ersetzt werden. Der Konsument bekommt also in diesem Fall ein Los mit lauter guten Stiicken. Man
spricht dann von Totalkontrolle bei Ablehnung. Dieses Priifverfahren ist natirlich nicht méglich,
wenn bei der Prifung auf Funktionstiichtigkeit das Prifexemplar zerstort wird (zerstérende Prifung,
destructive inspection).

Eine verfeinerte Variante des obigen Prifverfahrens besteht darin, dass nicht nur bei der Totalkon-
trolle alle defekten Stiicke durch gute ersetzt werden, sondern dass dies auch bei der Stichprobenkon-
trolle geschieht. Dies macht die Berechnungen komplizierter ohne die Ergebnisse wesentlich zu an-
dern, und wir begniigen uns daher mit der Untersuchung der einfacheren Variante.

Essei p der Ausschussanteil nach der Kontrolle. p ist eine ZufallsgréRRe, und es gilt
. P bel Annahme des Loses,
|0 bei Ablehnung des Loses.

Wir nehmen nun weiter an, dass die Lose mit einem konstanten Ausschussanteil p geliefert werden,
und wir interessieren uns fir den durchschnittlichen Ausschussanteil nach der Kontrolle. Es gilt

Ep(P) = pxP{p=p}+0xP{p=0} = pxP{Loswird angenommen} = pL(p).
Der Erwartungswert Ep( p) heifl’t mittlerer Durchschlupf (AOQ = average outgoing quality), und die
AOQ-Funktion ist definiert as

AOQ(p) = Ep(P) = pL(p).
Die vorstehenden Formel gelten auch fir einen randomisierten Priifplan (n,c,d) mit der entsprechen-

den OC-Funktion. Fur den Konsumenten ist nun das Maximum der AOQ-Funktion wichtig:

™ = max AOQ(p) = max pL(p).
0<p 0<p<1

Der Wert 7* heif3t Hochstwert des mittleren Durchschlupfs oder maximaler mittlerer Durchschlupf
(AOQL = average outgoing quality limit). Da die AOQ-Funktion offensichtlich gegen Null konver-
giert fur p— 0 und auch fir p—1 (denn es erfolgt dann sehr oft eine Totalkontrolle, welche zu ei-
nem einwandfreien Los fuhrt), soist esist plausibel, dass diese Funktion unimodal ist mit einem ein-
deutigen Maximum. Wir verzichten auf einen Beweis dieser Behauptung und begniigen uns mit der
Bestatigung in unseren Beispielen.
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Ein weiteres sinnvolles Konzept zur Bestimmung von Prifpléanen mit wiinschenswerten Eigenschaften
ist nun das Folgende:

Gegeben: N, p,, &, Tmax
Gesucht: Ein einfacher Prifplan (n,c,6) mit der OC-Funktion L(p) so, dass

) Lipy)=a,
2)  max pL(p) (=A0QL) < Tpay -
0<p<i

Beispiel: Essei N =5000, p, =0.01, &« = 0.9, 7,5 = 0.02

Mit Hilfe des Maple-Arbeitsblattesei n_ppl. mas finden wir die Wertein Tabelle 5, und as Ldsung

unserer Aufgabe erhalten wir den Prufplan (n,c,6) =(37,1,0.1841) . Esist dann L(p,)=a=0.9, und
der Hochstwert des mittleren Durchschlupfs betragt 7 = 0.01992 (< 0.02 = 7,5 ) . Der Maximalwert
wird erreicht fur p= p* =M*/N = 205/5000 = 0.0410.

Tabelle5: Randomisierte Prifplane (n,c,5) mit OC-Funktion L(p);
™ = max pL(p)= p*L(p*) mit p*=M*/N = Maximastelle.
0<p1

n c § L(p,) M * p* ATI(p*) *
400 7 0.9860 0.90000 63 0.0126 1481.2 0.00964
350 6 0.5562 0.90000 66 0.0132 1528.0 0.00986
300 5 0.2294 0.90000 69 0.0138 1569.6 0.01007
250 5 0.9605 0.90000 73 0.0146 1651.6 0.0103
200 4 0.5762 0.90000 81 0.0162 1780.5 0.01087
150 3 0.3014 0.90000 91 0.0182 1893.0 0.01166
100 2 0.1206 0.90000 109 0.0218 2088.8 0.01295

50 1 0.0369 0.90000 157 0.0314 2432.6 0.01629
40 1 0.1468 0.90000 192 0.0384 2556.4 0.01892
37 1 0.1841 0.90000 205 0.0410 2588.2 0.01992
36 1 0.1972 0.90000 210 0.0420 2602.2 0.02029

Prifumfang bei Totalkontrolle bei Ablehnung

Wir interessiern uns jetzt fir den Prifumfang, wenn die Prifung mit Totalkontrolle bei Ablehnung
erfolgt. Essei h die Anzahl der gepriiften Stiicke. n ist eine ZufallsgroRe, und es gilt
. {n bel Annahme des Loses,
N bei Ablehnung des Loses.
Daher gilt
E, () = nP, {Annahme des Loses} + N P,, { Ablehnung des Loses}

= nL(p)+N(1-L(p)) = N=(N—n)L(p).
Der Erwartungswert der ZufallsgrofRe A wird auch bezeichnet al's durchschnittlicher Prifumfang oder
alsATI (= average total inspected):
ATl (p) = N—(N—n)L(p).
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Eigenschaften der Funktion ATI(p):

1) ATI(p) istwachsend in p, denn

dipATl (p)=—(N—n)L'(p) > 0,daja L'(p)<0.

2) Offensichtlich gilt
n fur 0
ATI (p) —— P
N fir p—1,
dennfir p=0 erfolgt stets eine Stichprobenkontrolle vom Umfang n, und fir p=1 erfolgt
stets eine Totalkontrolle mit Umfang N.

Maple-Arbeitsblatt ei n_ppl. mas

> #
# Einfache Priufplane mt Total kontrolle bei Abl ehnung
# mt hypergeonetri scher Verteilung (ohne Zurlckl egen);
# Gesucht: random sierter Priufplan (n,c,delta)
# mt Vorgabe von (al pha, p_al pha) und AOQL- Schr anke;
# Berechnung des mttleren Durchschl upfs (AOQ Funkti on)
# sowi e des durchschnittlichen Prafunfangs (ATI-Funktion).
#
> restart;
> N : = 5000;
> p_al pha := 0.01;
> # M al pha = N*p_al pha (als Integerzahl!)
M al pha : = N‘p_al pha;
> M al pha .= convert (M. al pha, rational);
> alpha := 0.9;
> # Hypergeonetrische Verteilung H(N, M n)
# hyp(M k) = Pr{H(N,Mn) = k}
# Hyp(M k) = Pr{H(N, M n) <= k}
> hyp := (MKk) -> binomal (M k)*bi nom al (N-M n-Kk)/ bi nom al (N, n);
> Hyp 1= (Mk) -> sumChyp(Mj),j=0..k);
> L1(M = OC Funktion als Funkti on von M

# L1(
L1 := M-> Hyp(Mc) - delta*hyp(Mc);
# Randomi sierter Prufplan (n,c,delta) mt L1(M.al pha) = al pha
# ¢ = kleinste ganze Zahl mt Hyp(M.al pha,c) >= al pha
# delta so wahl en, dass L(M al pha) = al pha
n: =37;
c: =1,
delta := eval f ((Hyp(M. al pha, c)-al pha)/ hyp(M al pha, c));
eval f (L1(M al pha));
# AOQ Funktion als Funktion von M
ARQ := M-> (MN)*L1(M;
# Maxi mum der AQOQ Funkti on
for Mfrom 200 to 210 do
print(MAOCQM);
end do;
# ATl - Funktion als Funktion von M
ATl := M-> N(N-n)*L1(M;
M =205;
L1(M;
ATI (M

VVVYVYV
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3. Abgebrochene Kontrolle

Wir betrachten die gleiche Ausgangssituation wie zu Beginn dieses Kapitels, und wir wollen hier

annehmen, dass die zu prifenden Stiicke zeitlich nacheinander gepriift werden. Dann ist es natiirlich

sinnvoll, die Prifung abzubrechen, sobald die endguiltige Entscheidung eindeutig feststeht. Dies be-

deutet bei einem einfachen Prifplan (n,c) :

a) Prifung abbrechen, sobald mehr al's ¢ schlechte Stiicke gefunden sind; dann mussdas Losin
jedem Fall abgelehnt werden.

b) Prifung abbrechen, sobald mindestens n— ¢ gute Stiicke gefunden sind; dann kann man héch-
stens noch ¢ schlechte Stiicke finden, und das Los ist somit in jedem Fall anzunehmen.

Wir werden im Folgenden nur den Fall a) untersuchen; da die Annahmezahl ¢ meist kleinist, ist die
Einsparung an Prufkosten im Fall b) gering.

Essei (n,c) eineinfacher Prifplan.

Bei vollstandiger Kontrolle gilt folgende Enscheidungsregel:
X = Anzahl der defekten Stiicke in der Stichprobe vom Umfang n;
falls X <c: Losannehmen;
falls X > c: Los ablehnen.

Bei abgebrochener Kontrolle gilt folgende Entscheidungsregel:
X; = Anzahl der defekten Stiicke unter den ersten i gepriiften Stiicke (i =1,...,n);
sobald X; >c fireinie{1,...,n}: Los ablehnen;
fals X,, <c (d.h. fdlsalle X; <c): Los annehmen.
Die OC-Funktion bei abgebrochener Kontrolle ist gegeben durch
L(p) = Annahmewahrscheinlichkeit als Funktion von p

= Pp{Xn<c}.
Bei abgebrochener Kontrolle haben wir also die gleiche OC-Funktion wie bei vollstandiger Kontrol-
le. Von besonderem Interesse bei abgebrochener Kontrolleist der reduzierte Prifumfang. Wir be-
trachten nun einen Prifplan (n,c) mit abgebrochener Kontrolle, und essei i die Anzahl der gepruf-
ten Stiicke. N ist eine Zufallsgrofe, und wir interessieren uns fiir den Erwartungswert dieser Zufalls-
grofe.

Es gelten die folgenden Beziehungen:

a) imFal ohne Zurticklegen (hypergeometrische V erteilung):
E, (A) = (c+1)(N+1)

M+1
wobei X ~H(N,M,n) und X, ~H(N+1LM +1n+1).

P{X, >c+1} + nP{X <c},

b) im Fall mit Zurticklegen (Binomialverteilung):
o (c+1)
Ep(f) =

wobei X ~Bi(n,p) und X, ~Bi(n+1p).

P{X, >c+1} + nP{X <c},
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Bewels:

Wir betrachten zunéchst den Fall ohne Zurlicklegen (hypergeometrische Verteilung). Es sei
A = {Ablehnung genauim Schritti} = {Xj_;=c, X;j — X;_1 =1}, i=c+1...,n.

Esqilt

M\[N—-M
P _ ( C )(| —1— c) M —c (zunéchst i —1 Stlicke mit insgesamt ¢ defekten,
(M - ( N ) % N—i+1 dann noch ein defektes Stiick auswahlen)
i—1
" ('V' . l)(iN—I—Mc) (zunéchst ein defektes Stiick auswahlen,
= WX N1 dann i —1 Stiicke mit insgesamt ¢ defekten Stiicken
( i__l) auswahlen).
Nun ist

o A fir i=c+1,...,n-1
{A=i}= o
A U{X, <c} furi=n,
und somit erhalten wir

n n

E(ﬁ):._zjli P{ﬁ:i}:.Zli P(A)+nP{X,<c},
wobel Xn~I-T(N,M,n). :

1° Esgilt
Ay1U---U A, ={Loswird abgelehnt} = { X, > c},
und dadie Ereignisse A, ,..., A, disunkt sind, so gilt

zn: P(A)=P{Xp>c}.

i=c+1
Daraus folgt
. (_N—M)
> ¢ _ _N P{H(N,M,n)>c}.
: N-1 M-1

Diese Formel gilt fir beliebige (zulassige) Wertevon N, M, n,c. Wir vergréf3ern nun jede der vier
Variablen um 1 und erhalten

n+1 (N_M )
i—2—cC N+1
3 _ T P{H(N+LM+1n+1)>c+1}.
i=c+2 ( N ) (M +1)( M )
- i—1 c+1
Nun fuhren wir in der Summe noch den neuen Summationsindex j =i —1 ein und finden
. (N—M)
j—1l—c N+1
Yy, - T P{H(N+LM+Ln+1)>c+1}.
o (N (M +1)( M
1= j c+1

Diese Formd wird sich als niitzlich erweisen.
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2° Esgilt
M-1{N-M M-1{N-M
, Y ( c )(i—l—c) ( c )(i—l—c)
PA=I N N !
) f
und somit erhalten wir mit Hilfe der Formel unter 1°
. . (_N—M)
> ip(a) = m(M T 3
i=c+1 i=c+1 (I)
= M(Mc‘l) — L P{H(N+LM +1n+1)>c+1)
(M +1)(C+1)
- %P{H(N +LM +1n+1)>c+1}.
Daraus ergibt sich schlief3lich
E(A)= zn: iP(A)+nP{X,<c} = WP{& >c+1+nP{X <c},

i=c+1 (M +1>
wobei X ~H(N,M,n) und X, ~H(N+1LM +1n+1). Damitist die Formel fur den hypergeome-
trischen Fall bewiesen.

3° Beim Grenziibergang N,M — oo, M/N — p mit 0< p <1 konvergiert die hypergeometrische
Verteilung H(N,M,n) gegen die Binomialverteilung Bi(n, p) , und somit folgt aus der obigen For-
mel die entsprechende Formel fir die Binomialverteilung:

E(ﬁ):zn: iP(A)+nP{X,<c} = ((:—J|;1>F>{x+ >c+1}+nP{X <c},

wobei X ~Bi(n,p) und X, ~Bi(n+1p).

Bemerkung:

Bei einem randomisierten Priifplan (n,c,8) mit abgebrochener Kontrolle bleibt die ZufallsgroRe f
unverandert, daja eine randomisierte Entscheidung nur im Schritt n erfolgen kann. Damit gelten die
obigen Formeln auch fir randomisierte Prifplane.
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3. Einfache Priifplane (Fortsetzung)

Maple-Arbeitsblatt ei n_pp2. mas

>

VVVYVYVYV VVVVYVYVYV

VV VYV

VvV V

Ei nfacher Prafplan mit abgebrochener Kontrolle
Schoéne Fornmel fir den Erwartungswert E(n_dach)

Gt die Beziehung:

#

#

#

# Al = {Prufung bricht ab genau im Schritt i}
#

#  P(A)

#

P{H(N,Mi-1) = c}*(Mc)/(Ni+1)
(MN)*P{H(N-1,M1,i-1) = c}?

restart;

A =((Mc)/(Ni+1))*binomal (Mc)*binomal (NNMi-21-c)/binomal (N i-1);
B:=(MN) *binom al (M1,c)*binomal (NMi-1-c)/binomal (N1,i-1);

A- B;

expand( %) ;

simplify(%;

#

# G 1t die schdone Fornel fur den Erwartungswert?

Definition der Funktion: p(i) = P(A)
=i -> (MN*binomal (M1,c)*binomal (NMi-1-c)/binomal (N1,i-1);
S1: =sun(i*p(i),i=c+l..n);
# P(Xplus > c+1)
prob := sun(binom al (M+1, k) *
bi nom al (N-M n+1-k)/ bi nom al (N+1, n+1), k=c+2..n);
S2: =prob*(c+1) *( N+1) / ( Mtl);
S1- S2;

©
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1. Struktur eines zweistufigen Prifplans

Los mit N Stticken;

M = unbekannte Anzahl der schlechten (defekten) Stiicke;
p=M/N = unbekannter Ausschussanteil im Los;

n = Umfang der 1. Stichprobe (mit oder ohne Zur(icklegen);
X1 = Anzahl der defekten Stiicke in der 1. Stichprobe;

Los annehmen, falls X; <¢;

Los ablehnen, falls X; > dy;

2. Stichprobe ziehen, falls ¢; < Xq < dy;

n, = Umfang der 2. Stichprobe;

X5 = Anzahl der defekten Stlicke in der 2. Stichprobe;

X = X1+ X5 = Anzahl der defekten Stiicke in der Gesamtstichprobe vom Umfang n=rm +n,;

Los annehmen, falls X <c;
Los ablehnen, falls X >c.

19

Abb. 3: Zweistufige Prifplane

A

ablehnen
c
ablehnen annehmen
dy
G
annehmen
M n(=n+ny)

Ein solcher Prifplan heildt zweistufiger oder zweifacher Prifplan; der Plan ist festgelegt durch die
funf Zahlen (ny,c;,dy,ny,C) . Die grafische Darstellung eines solchen Plans kann mit Hilfe eines so-

genannten Schirm- oder Sebdiagramms erfolgen (vgl. Abb. 3).

Snnvolle Voraussetzungen an einen zweistufigen Prifplan (ny,¢;,dq,n,,C):

1) 0<g<d<m und 0<c<n (offensichtlich);

2) ¢ <d—1,dennfalls ¢ >d; —1, so hat das Fenster zur 1. Stichprobe keinen Durchlass, und die

2. Stichprobe kann somit nie gezogen werden.

3) d;—1<c<n;fdls c=n, soflhrt die 2. Stichprobe stets zur Annahme und ist somit tberflis-
sig; fals c< d; —1, so kann der Pfad, der durch den Fensterpunkt (ny,d; —1) verlauft, nie zur

Annahme fuhren.

4) ¢ /m<c/n und di/m > (c+1)/n; die Ausschussanteile, welche bei der 1. Stichprobe zur Ent-
scheidung fuhren, sollten extremer sein als bei der Gesamitstichprobe.

Beispidl:
n =50, n, =100,
=1 c=7,
d; =5.

In diesem Beispidl sind die obigen Voraussetzungen alle erflillt.
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2. Berechnung der OC-Funktion
Esse
E{ = {Annahme nach 1. Stichprobe};

E{ = {Ablehnung nach 1. Stichprobe};
E5 = {Annahme nach 2. Stichprobe};
E5 = {Ablehnung nach 2. Stichprobe}.

Dievier Ereignisse sind disjunkt, und sie bilden eine Zerlegung von ) ; die Summe ihrer Wahr-
scheinlichkeiten ist daher 1. Die OC-Funktion ist gegeben durch
L(p)= totale Annahmewahrscheinlichkeit als Funktion von p

=R, (EfUES)=R, (EF)+ Ry (E3)
und esist
Pp(Ela):Pp {(X1<a};
dy—1
Pp(ES): Rla<Xi<dX<cj= 3 R{X=iXp<c-j}
j=or+1
dy-1
= > RiX=iR{Xa<c-ilx=1}
=oH
dy-1

= Y R {X =i} Pp{XZ‘J- <c— j}.
j=q+1

Dabei beniitzen wir die Bezeichnungsweise X; = X5| Xy = j. Nungilt
a) imFal ohne Zurticklegen (hypergeometrische Verteilung):

X1 ~H(N,M,n), p=M/N;

Xq/j ~H (N—n,M—j,ny);
b) imFall mit Zurticklegen (Binomialverteilung):

X1~ Bi(ry, p);

Xalj=X2~ Bi(ny, p).
Ohne formalen Beweis erwahnen wir die plausible Tatsache, dass die OC-Funktion L(p) monoton
abnehmend ist (wie bei einfachen Prifplanen).

3. Durchschnittlicher Prifumfang
Wir betrachten einen zweistufigen Prifplan (ny,¢;,dq, ny,c) und bezeichnen mit A den Prifumfang
bei diesem Prufplan:

ﬁ:{nl fals Xy <c oder X; >0y

m+n, fals ¢ < Xy <dy

Esse

A= {Abbruch nach 1. Stichprobe} = {X; <¢; oder X; >d};

B = {Fortsetzung nach 1. Stichprobe} = {c; < X; <dy }.
Esgilt P(AUB)=P(A)+ P(B)=1, und daher erhalten wir
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o (1) = nRy(A) + (1 1) Ry(B) = [ Ry(A) + Ry(B)] + o y(B)

= m+ny By{o < Xy <dy}.
Fortsetzungswkeit

Dabel ist

X1 ~H(N,M,n) im Falle ohne Zuriicklegen;

X1~ Bi(n, p) im Falle mit Zurticklegen.
Der Erwartungswert von i wird auch als durchschnittlicher Prifumfang bezeichnet oder als ASN
(average sample number):

AS\l(p): Ep(ﬁ):n1+n2 Pp{cl< X1<d1}.

4. Randomisierte Prifplane

In diesem Abschnitt wollen wir zweistufige Prifpléne untersuchen, bel denen randomisierte Entschei-
dungen zugelassen sind. Das Prufverfahren ist dann wie folgt festgelegt:

Losmit N Stticken;
M = unbekannte Anzahl der defekten Stiicke;
p=M/N = unbekannter Ausschussanteil im Los;
n = Umfang der 1. Stichprobe (mit oder ohne Zur(icklegen);
X1 = Anzahl der defekten Stiicke in der 1. Stichprobe;
fals X, <¢;: Losannehmen,

{Los annehmen mit Wahrscheinlichkeit 1—&;;
fals X, =c: _ y _ . .

weiter prifen mit Wahrscheinlichkeit ¢y;

falls ¢ < X7 < dy: weiter prifen (d.h. 2. Stichprobe ziehen);
weiter prufen mit Wahrscheinlichkeit 65;
Los ablehnen mit Wahrscheinlichkeit 1—6,;
fals X;>d;: Losablehnen,
n, = Umfang der 2. Stichprobe;
X5 = Anzahl der defekten Stlicke in der 2. Stichprobe;
X = X1+ X5 = Anzahl der defekten Stiicke in der Gesamtstichprobe vom Umfang n=m +n,;

fdls Xl = dl: {

falls X <c: Losannehmen;
Los annehmen mit Wahrscheinlichkeit 1— 63;

fals X =c: . - :
L os ablehnen mit Wahrscheinlichkeit o3;

fals X > c: Losablehnen.

Ein solcher Prifplan heif3t zweistufiger randomisierter Prifplan; der Plan ist festgelegt durch die acht
Zahlen (ny,c;,dg,ny,C,61,00,63) . Wir haben also drei zusétzliche reelle Variablen 61,65,63, welche
die Suche nach optimalen Plénen vereinfachen (wie diesjaauch bei einfachen Plénen der Fall war).
Im Speziafall 6; =6, =63 =0 erhalten wir den gewthnlichen (nicht-randomisierten) zweistufigen
Prifplan (ny,c;,dq,ny,C).
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Der gewdhnliche zweistufige Prufplan ist nur sinnvoll, wenn ¢, < dy —1, weil sonst das Fenster zur
ersten Stichprobe keinen Durchlass hat und die zweite Stichprobe somit nie gezogen werden kann
(siehe oben). Der randomisierte zweistufige Prifplan ist auch sinnvoll fir ¢, = d; —1 und selbst fir
¢ =d;. ImFall ¢ =d; mussallerdings unsere obige Beschreibung modifiziert werden:
fals X;<¢ (=dy): Losannehmen;
Los annehmen mit Wahrscheinlichkeit 1— &;
fals X;=¢ (=d;): {Losablehmen mit Wahrscheinlichkeit 1—8,;
weiter prifen mit Wahrscheinlichkeit 6, + 6, —1;
fals Xy >¢ (=d;): Losablehnen.

Der Prufplan ist nur zulassig, falls 0< 6,6, <1 und falls 6; + 6, >1; falls 6, + 6, =1, sowird die
zweite Stichprobe nie gezogen, und der zweistufige Plan entartet zu einem einstufigen randomisierten
Prifplan.

Die OC-Funktion zu einem zweistufigen randomisierten Prifplan ist definiert als
L( p) = Annahmewahrscheinlichkeit als Funktion von p.

Falls ¢ < dy, so erhalten wir
L(p)= R{Xi<a}-4 R{X =0}

d-1
+ 3 R{X= j}l Pp{xz‘j <c- j}—ég Po{ Xz =c- jH
j=a 1
+ 6 R {Xy = cl}[ F>|D{x2‘cl < c—cl}—63 F>|D{x2‘Cl — c—olH
+8 Rp{ X1 = dl}[ Pp{xz\dl <c- dl}—53 F’p{xz\d1 =C- le;
fals ¢ =d;, soist
L(p)= R{X1<a}-aR{X1=a}
+ (8,463 —1) Py{ Xy = cl}[ Pof X2, < C— a1~ 85 Rp{ Xz, = c—clH.
Der zu erwartende Prifumfang ist gegeben durch
ASN(p) = Epf)
= m + ny x Forsetzungswahrscheinlichkeit
n + nz[Pp {o < Xg<di}+ 6Py {Xy =0} + 6Py { X1 = dl}] falsc <dy
r11+n2((51+62—1)Pp{X1=cl} falsc = d.
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5. Typisches Optimierungsproblem

Gegeben:
N, My, na, (P, ), (Pg.5) -
Gesucht:
Ein zweistufiger randomisierter Priifplan mit den vorgegebenen Stichprobenumfangen ny, n,

(ohne Zurticklegen) und mit Konstanten (c;,dy,¢,8,65,03) S0, dass
1) L(py)=a und L(pg)=25,

2)  max ASN(p)=min.
0<p<1

Beispidl:
N =5000 Losumfang,
m =180  Umfang der 1. Stichprobe,
n, =180 Umfang der 2. Stichprobe,
p,=0.0L, «a=0.,9,
pz =003, =01

Losungsidee (Maple-Arbeitsblatt zwei _pp. mas):

Bei einem gewdohnlichen Priifplan (n,c;,dy,ny,c) kdnnen die drei Konstanten ¢;,d;,c nur ganzzah-
lige Werte annehmen, und wir hétten dann ein ganzzahliges Optimierungsproblem zu 16sen. Bel ei-
nem randomisierten Priifplan (ny,c;,dq,ny,C,6,6,,03) kdnnen die drei Paare (c;,61), (0h,6,) und
(c,63) aufgefasst werden als je einereelle Variable. Wir haben somit drei freie reelle Variablen, und
essind zwei Gleichungen vorgegeben: L(p,)=ca und L(pg)= 8. Somitist eine der drei reellen
Variablen frei zur Bestimmung des minimalen Stichprobenumfangs.

Wir beginnen nun mit dem Prifplan ¢, =0, 6, =1, bei einem solchen Plan kann die erste Stichprobe
nie zur Annahme fihren, das Fenster zur ersten Stichprobe befindet sich also in der unteren Extremla-
ge. Nun wahlen wir die Ubrigen vier Parameter (dy,c,0,,63) S0, dass die beiden Gleichungen erfillt
sind. Bei gegebenem ¢y, dy, ¢ sind die beiden Gleichungen L(p,) =« und L(pg)= 8 von der Form
1) 81101 + @00 + 81303 + 3446103 + 450203 =,

Ax101 + A0y + Ax303 + Apy0103 + Adr03 = 3.
Die Koeffzienten &; hangen ab von den Parametern ¢;,dy,c. Dieses (nichtlineare) Gleichungssystem
kann bei gegebem §; mit Hilfe von Maple gel6st werden nach 6, und 63. Falls die Lésungen zuléssig
sind, d.h. falls 0< 65,63 <1 ist, so haben wir einen Prifplan (ny,¢;,dq,no,C,61,62,63) gefunden mit
L(p,)=ca und L(pg)=3; fallsdie Lésungen unzulassig sind, so sind die zugehdrigen ganzzahli-
gen Parameter d; bzw. c entsprechend zu andern. Der korrekte Prifplan fir ¢; =0, ; =1 ist gegeben
inder Zeile 1 von Tabelle 6.

Im néchsten Schritt verkleinern wir den Wert von ¢, bis eine der drei Variablen 6y, 6, oder 63 den
zul8ssigen Bereich verlasst; diesist der Fall fur 6, = 0. Der zugehorige Prifplan ist gegeben in Zeile
2 von Tabelle 6. Der Prifplan mit ¢; =0, & =0 ist dquivalent zum Prufplan ¢, =1, 6; =1 (bei
gleichbleibenden Gbrigen Parametern).

Im dritten Schritt verkleinern wir den neuen Wert 6; =1 wiederum, bis eine der drei Variablen &, 6,
oder 63 den zulassigen Bereich verlasst; diesist bei 63 der Fall, dafir ¢ < 0.63 (etwa) die Variable
63 >1 wird. Wir [6sen nun unser Gleichungssystem bei gegebenem 63 =1 nach ¢ und 6, und fin-
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den als Losung den Plan 3 in Tabelle 6. Der Prufplan mit ¢ =8, §3 =1 aquivalent zum Prifplan mit
c=7,63=0 (bei gleichbleibenden Ubrigen Parametern).

Auf diese Weise fahren wir fort und verschieben unser Fenster bei der 1. Stichprobe etappenweise
von unten (Plan 1: ¢ =0, 6 =1) nach oben (Plan 10: ¢; = 2, ; = 0.14158). Beim Prifplan 10 endet
das Verfahren, dahier dy =7,5, =0 und c=6 ist, und danun der Fensterpunkt (ry,d;) stets zur
Ablehnung fihrt; wenn 6, oder d; weiter vergroliert werden, so bleiben alle tbrigen Parameter un-
verandert, und somit kann sich auch die OC-Funktion nicht mehr andern.

Fir die gefundenen Prifplane bestimmen wir nun jeweils das Maximum der ASN-Funktion
ANz = max ASN(p) = ASN(p*) mit p*=M*/N.
0<p<t

Die Werte ASN ;o und die zugehorigen Werte der Maximalstelle M* bzw. p* finden wir in Spalte
8 bis 10 von Tabelle 6. Es zeigt sich, dass die Maximalwerte ASN,, in Tabelle 6 ein eintaliges
Verhalten (eintalig = Gegenteil von eingipflig, unimodal) aufweisen; das Maximum betrégt bei Plan 1
360 (bei diesem Plan kann das Los nur bei der zweiten Stichprobe angenomen werden), es nimmt
dann monoton ab, erreicht bei Plan 6 das Minimum von 250.840, und nimmt dann wieder monoton zu
bis zum Wert 304.341 bei Plan 10. Die Plane 5 und 7 in der Nahe von Plan 6 zeigen, dass bei Plan 6
der Maximalwert ASN,,o tatséchlich sein Minimum erreicht.

Tabelle 6: Versuchsplane mit ng = np =180 und mit L(p,)=a und L(pg) =2

D@ O (6) @ |1 @] (10)
Nr.| ¢ | d | C & b2 o3 M* | P* | ASNpgy
1 0 4 8 1 0.17486 | 0.90866 | O 0 360
0 0
2 1 4 8 1 0.17585 | 0.92818 | 52 | 0.0104 | 315.108
8 1
3 1 4 7 0.62626 | 0.17975 0 58 | 0.0116 | 296.745
1 0
4 5 4 7 1 0.22868 | 0.17719 | 71 | 0.0142 | 272.175
5 2 4 7 | 0.39056 | 0.43537 | 0.999 82 | 0.0164 | 250.861
7 1
6 2 4 5 0.38988 | 0.43560 0 82 | 0.0164 | 250.840
7 2 4 6 | 0.38961 | 043634 | 0.001 82 | 0.0164 | 250.851
4 1
8 2 5 6 | 0.18317 0 0.65762 | 92 | 0.0184 | 261.159
5 1
9 2 6 6 | 0.14158 0 0.79812 | 106 | 0.0212 | 284.934
6 1
10 2 7 6 | 0.14158 0 0.80250 | 118 | 0.0236 | 304.341
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Aufgrund der Ergebnisse in Tabelle 6 finden wir also fir N =5000 und i =n, =180 den folgenden
optimalen zweistufigen randomisierten Prifplan (Prifplan Nr. 6 in Tabelle 6):

o =2, & —0.38988,
dy =4, 6, =0.43560,
c=26, 63 =0.

Fur diesen Prufplan gilt:

L(p)=a, L(ps) =15,
ASN(p,)=234.374, ASN(ps)=218.003,

AN o = max AN ( p) = 250.840;

die Maximalstelle der ASN-Funktionist p* =0.0164 (M* = Np* =82) ;
AN 5 ist minimal unter allen Priifplanen mit L(p, )=a und L( p5> =3.

Der optimale einstufige Prufplan (n,c,6) mit L(p,)=ca und L(pz) <S ist gegeben durch
n=292,c=5,6=0.3220 (vgl. Tabelle 3 im Kapitel 3). Das zweistufige Prifverfahren benttigt im
unglnstigsten Fall einen durchschnittlichen Prifumfang von 250.840; der durchschnittliche Prifum-
gang ist also stets geringer as der Prifumfang beim einstufigen Verfahren.

Zur Wahl der Stichprobenumfénge iy und n,:

a)

b)

Da n=292 der minimale Stichprobenumfang bei einem einstufigen Prufplan mit L(p,,) =«
und L(pg) <3 ist, so mussbei einem zweistufigen Prifplan mit L(p, )=« und L(pg)= 0 die
Summe iy +ny, > 292 sein, und esmuss ny < 292 sein.

Eine sinnvolle Optimierungsaufgabe besteht darin, einen zweistufigen Prifplan zu suchen mit
=Ny, fr den das Maximum der ASN-Funktion minimal wird. Die Tabelle 7 zeigt die opti-
malen Plane fur verschiedene Stichprobenumfénge ny (= n,) ; der optimale Plan fr

n =n, =180 ist unser Plan 6 in Tabelle 6. Dadie Funktion ASN,, wiederum ein eintaliges
Verhalten aufweist als Funktion des Stichprobenumfangs ny (=n,) mit eéinem Minimum
AN o = 250.840 fur g =n, =180, so ist der zugehorige Prifplan die LOsung zu unserer
Optimierungsaufgabe (zumindest fir Stichprobenumfange, welche ein Vielfaches von 10 betra-
gen).

Eine verfeinerte Version der Optimierungsaufgabe unter b) besteht darin, einen zweistufigen
Priifplan zu suchen mit Stichprobenumféngen my, n,, fir den das Maximum der ASN-Funktion
minimal wird. Die Tabelle 8 zeigt die optimalen Plane flr verschiedene Paare (ry,n,); den glo-
balen optimalen Plan finden wir fur g =150 und ny, =210 (zumindest fir Stichprobenumfan-
ge, welche ein Vielfaches von 10 betragen); dann ist ASN o = 247.265. Der Gewinnim Ver-
gleich zur symmetrischen Losung unter b) mit ASN,,5 = 250.840 ist in unserem Beispiel nicht
sehr grof3.
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Tabelle 7: Zweistufige Priifplane mit m =ny und mit L(p, )=a und L(ps)=4

1) @ Q|4 ©) (6) ) @ O (10)
mp=ny | ¢ | d | C & b2 b3 M* | p* | ASNpg
146 0 5 5 | 0.67790 0 0.30671 | 58 | 0.0116 | 279.819
170 2 4 6 | 0.93670 | 0.15987 0 74 | 0.0148 | 252.596
180 2 4 6 | 0.38988 | 0.43560 0 82 | 0.0164 | 250.840
190 3 4 7 | 0.95802 | 0.60323 0.8 88 | 0.0176 | 252.743
200 3 4 7 | 0.81575 | 0.56815 0 84 | 0.0168 | 258.335
250 4 5 9 | 041320 | 0.07320 0 82 | 0.0164 | 273.862
291 5 5 10 | 0.33496 | 0.66607 0 85 | 0.0170 | 291.055
Tabelle 8: Zweistufige Prifplane mit L(p, )= und L( p5> =3
Q> @6 (6) (7 (8 9 | (10 (11)
| np | g | d | C & b2 63 M* | p* | ASN e
100192 | O 5 5 | 0.95998 0 0.32244 | 51 | 0.0102 | 288.642
100 200 | O 4 5 | 0.67848 0 0.19977 | 63 | 0.0126 | 274.831
100 240 | O 3 6 0.01 0.80239 | 0.61835 | 86 | 0.0172 | 269.303
100 250 | O 3 6 0.12 0.40789 | 0.17196 | 74 | 0.0148 | 267.898
100 | 260 | 1 3 6 | 0.98866 | 0.30009 0 76 | 0.0152 | 263.317
100 | 270 | 1 3 6 | 0.92719 | 0.39933 0 80 | 0.0160 | 267.727
100 | 300 | 1 3 7 | 0.96421 | 0.01572 0 71 | 0.0142 | 275.419
100 | 500 | 1 2 10 | 0.70652 | 0.96176 0 75 | 0.0150 | 342.490
140 | 210 | 1 4 6 | 0.30%41 0 0.36356 | 80 | 0.0160 | 255.280
140 | 220 | 1 3 6 | 0.27995 | 0.88580 0.05 79 | 0.0158 | 254.338
140 | 230 | 1 3 6 | 0.13989 | 0.89792 0 82 | 0.0164 | 252.529
140 | 240 | 1 3 6 | 0.01447 | 0.93858 0 86 | 0.0172 | 252.835
140 | 250 | 1 3 7 0 0.93901 | 0.82979 | 86 | 0.0172 | 256.783
150 | 200 | 1 4 6 | 0.05110 0 0.21701 | 80 | 0.0160 | 248.278
150 | 210 | 2 3 6 | 0.98008 | 0.94416 0 81 | 0.0162 | 247.265
150 | 220 | 2 3 6 | 0.90854 | 0.97651 0 82 | 00164 | 249.285
160 | 180 | 1 4 6 0 0.11747 | 0.19710 | 78 | 0.0156 | 249.337
160 | 190 | 2 4 6 | 0.92430 0 0.00774 | 77 | 0.0154 | 247.544
160 | 200 | 2 4 6 | 0.82224 | 0.06980 0 79 | 0.0158 | 248.705
160 | 210 | 2 4 6 | 0.73940 | 0.15870 0 81 | 0.0162 | 251.306
180 | 170 | 2 4 6 | 0.55672 | 0.38822 0 78 | 0.0156 | 252.252
180 | 180 | 2 4 6 | 0.38988 | 0.43560 0 82 | 0.0164 | 250.840
180 | 190 | 2 4 6 | 0.26294 | 0.48849 0 85 | 0.0170 | 251.061
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Maple-Arbeitshlatt zwei _pp. mas

> #
# Randomi si erter zweistufiger Prifplan:
# Bestimung der Randomi si erungsgew chte deltal, delta2, delta3 so,
# dass L(p_al pha)=al pha und L(p_beta)=beta
#

> restart;

> # hyp(k) = Pr{Xl = k} = P{H(N,M n1) = k}

> hyp := k ->1.0*bi noni al (M k) *bi nom al (N-M n1-k)/binom al (N, nl);

> # hyp2(j,k) = Pr{X2|j = k} = P{H(N-nl1, Mj,n2) = k}

> hyp2 := (j,k) -> 1.0*binom al (Mj, k)*bi nom al (N-nl- Mtj, n2-k)
/ bi nom al (N-nl1, n2);

> N: =5000;

> nl: =100;

> n2: =200;

> cl: =0;

> dil: =3;

> c: =6;

> # Berechnung von L(p_al pha)

> M =50; # p_alpha = 0.01

> # Annahnmewahr schei nlichkeit bei 1. Stichprobe

L_al pha := sum(hyp(i),i=0..cl)-deltal*hyp(cl);

> # Annahnewahr schei nlichkeit bei 2. Stichprobe

# sum(P{XL = j}*(P{X2]j] <= c-j}-delta3*P{X2]j = c-j}, j=cl+l..d1-1)
> A =0;
> B: =0;

> for j fromcl+l to dl1-1 do
A: =Athyp(j)*sum(hyp2(j,i),i=0..c-j);
B: =B+hyp(j ) *hyp2(j,c-j);
end do:
> L_al pha: =L_al pha+A- del t a3* B;
> # Randpunkte c1,dl
> if (cl<dl) then
# Randpunkt c1
L_al pha := L_al pha + deltal*hyp(cl)
*(sunm(hyp2(cl,i),i=0..c-cl)-delta3*hyp2(cl,c-cl));
# Randpunkt di1
L_al pha := L_al pha + delta2*hyp(dl)
*(sunm(hyp2(dl1,i),i=0..c-dl)-delta3*hyp2(di, c-dl));
elif (cl=dl) then
L_al pha := L_al pha + (deltal+delta2-1)*hyp(cl)
*(sum(hyp2(cl,i),i=0..c-cl)- delta3*hyp2(cl,c-cl));

end if;
> L_alpha := sinplify(%;
> #
> # Berechnung von L(p_beta)
> M:= 150; # p_beta = 0.03
> L_beta := sun(hyp(i),i=0..cl)-deltal*hyp(cl);
> A =0;
> B: =0;
> for j fromcl+l to dl1-1 do

A: =Athyp(j)*sum(hyp2(j,i),i=0..c-j);
B: =B+hyp(j ) *hyp2(j,c-j);
end do:
> L_beta: =L_bet a+A- del t a3*B;
> if (cl<dl) then
L_beta := L_beta + deltal*hyp(cl)
*(sum(hyp2(cl,i),i=0..c-cl)-delta3*hyp2(cl,c-cl));
L_beta := L_beta + delta2*hyp(dl)
*(sunm(hyp2(dl,i),i=0..c-dl)-delta3*hyp2(dl, c-dl));
elif (cl=dl) then
L_beta := L_beta + (deltal+delta2-1)
*hyp(cl)*(sum hyp2(cl,i),i=0..c-cl)-delta3*hyp2(cl,c-cl));
end if;
L_beta := sinplify(%;

\%
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> del tal: =1;
> unassign(’'delta2’ ,’ delta3);
> fsolve({L_al pha-0.9,L_beta-0.1}, {delta2, delta3});
> assign(%;
> #
# Maxi mum der ASN- Funkti on
#
> unassign('M,’j’);
> # hyper(Mk) = Pr{X1 = k} = P{H(N,M nl) = k}
> hyper := (MKk) ->1.0*bi nom al (M k) *bi nom al (N-M nl-k)/bi nom al (N, nl);
> # ASN- Funktion als Funktion von M

if (cl<dl) then
ASN := M-> nl + n2*(sun(hyper(Mj),j=cl+l..dl-1)+deltal
*hyper (M cl) +del t a2*hyper (M dl1) ) ;
elif (cl=dl) then
ASN := M-> nl + n2*(del tal+delta2-1)*hyper(Mcl);
end if;
>print ("M, p’, ASN(p)’);
for MfromO by 10 to 100 do
print(Meval f(MN), ASN(M)
end do;
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5. Sequentielle Verfahren

1. Einfuhrung

Wir betrachten wiederum das Grundproblem der Attributenkontrolle:
Los mit N Stlicken;

M = unbekannte Anzahl der defekten Stiicke;

p=M/N = unbekannter Anteil der defekten Stiicke.

Gesucht: Prufverfahren mit OC-Funktion L(p) so, dal3

L(py )= und L(p@)gﬁ
bei vorgegebenem p,,, Pz, 5.

Bisher:

a) einstufige (einfache) Prifplane (n,c) ;

b) zweistufige Prufplane (ny,c;,dq,ny,C);

c) anaog: dreistufige Prifplane (ny,cq,dq,ny,Cy,d5,13,C) ;
d) anaog: mehrstufige Priifpléne mit vier und mehr Stufen.

Jetzt: Sequentielle Prufverfahren (Grenzfall der mehrstufigen Priifplane):
die Stlicke werden nacheinander geprift;
nach jedem gepriften Stuick wird entschieden,
ob das L os angenommen oder abgelehnt werden kann,
oder ob weiter gepriift werden soll.

Fall ohne Zurticklegen (hypergeometrische Verteilung):
das sequentielle Prifverfahren endet spatestens nach N Schritten.
Fall mit Zurticklegen (Binomialverteilung):
das sequentielle Prifverfahren besitzt einen unbeschrénkten Prifumfang.

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur den Fall mit Zuriicklegen, dadieser Fall einfacher zu behan-
delnist, und wir behandeln die sequentiellen Verfahren in der Sprache der Testtheorie.

Wir betrachten zunéchst das Testproblem mit einfacher Hypothese und einfacher Alternative:

Ho: p= pg (= P, ), d.h. der unbekannte Ausschussanteil betragt pg
Hy: p= py (= pg), d.h. der unbekannte Ausschussanteil betragt p;

mit pg < p;. Wir nehmen an, dass die zu prifenden Stiicke nacheinander zuféllig aus dem Los aus-
gewahlt werden mit Zurticklegen und definieren die Zufallsgofien Xq, Xs,... wiefolgt:
1 fallsi-tes Stiick defekt,
! _{O fallsi-tes Stiick gut.
Die Zufallsgroen Xq, Xs,... sind unabhéngig je mit einer Bernoulli-Verteilung Bi(l, p) . ES sei

n
Y, = Z Xij = Anzahl der defekten Stiicke unter den ersten n gepruften Stiicken,
i=1
k = Redlisation von Y,,.
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Dann gilt
unter Ho: Y, ~ Bi(n, pg),
unter Hy: Y, ~ Bi(n, py).
Bei fest vorgegebenem Stichprobenumfang n wére der optimale Test gegeben durch das Lemmavon
Neyman-Pearson:
BlY. = k k o n—k o n _ K
gk)= Al =K} _ PL-P) :[1 pl] [ LIE pO)] — Likelihood-Quotient;
R{Ya=k} p§@-py)"™* (1-po) (Po@—p)
verwirf Hg, falls q(k) zu grof, d.h. falls k zu grof3.

Ein naheliegendes sequentielles Prifverfahren hat somit folgende Struktur:

wahle H; (d.h. lehne das Los ab), falls q(k) zu grof3, d.h. falls q(k) >B (>1);
wahle Hy (d.h. nimmdas Los an), falls q(k) zuklein, d.h. falls q(k) <A (<1 ;
prife weiter, falls q(k) "dazwischen" liegt, d.h. falls A< q(k) < B.

Formal es Rezept zum sogenannten sequentiellen Likelihood-Quotienten-Test:

X1, X5,... unabhangig je mit Bernoulliverteilung Bi(1, p);
Y, =Xy +--+ Xn ~ Bi(n,p);
Ho:p=po gegen Hy:p=p; mit po<py;
k, = Redlisationvon Y,;
R{Y,=k
Al = D=l
P {Yn=kn}
der sequentielle Test ist festgelegt durch zwei Schranken A,B mit 0< A<1l<B< oo}
sobald q(k,) <A:  Hg annehmen;
sobald q(k,)>B: Hg ablehnen;

fals A<q(k,) < B: weiter beobachten.

Dieses Testverfahren heif3t sequentieller Likelihood-Quotienten-Test (sequential likelihood ratio test
oder sequential probability ratio test = SPRT). Ein SPRT ist festgelegt durch die vier Zahlen
Po, P, AB mit 0< pp< pp<lund 0<A<I<B<oo.

Fragen:

*  Wiesind die Schranken A und B zu wahlen? Wie hangen diese Schranken mit den Irrtumswahr-
scheinlichkeiten 1. und 2. Art zusammen? (Fehler 1. Art: Hg ablehnen, obwohl Hg wahr ist;
Fehler 2. Art: Hy annehmen, obwohl H; wahr ist.)

*  WiegroR3ist der durchschnittlich zu erwartende Stichprobenumfang unter Hg bzw. unter Hy ?

* IstdasVerfahren optimal?
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2. Andere Form des SPRT
Der Likelihood-Quotient kann geschrieben werden als

q(kn>=[1_pl]npkn, wobei = A= P}

1-pg Po(1—p1)
Da0< pgp< pp<1,s04ilt 1< p <oo. DieUngleichung q(k,) < A kann nun geschrieben werden al's

d(ky) <A < Ing(ky) < InA
1-po

& kyInp—nin < InA

< Kk, < cn-—a,

wobei
a— —InA -0,
Inp
In[i_ Po
c = ;pl > 0.
Inp
Ebenso gilt:
d(k,)>B < k, > cn+b,
wobei
b= InB > 0.
Inp
Zusammenfassung:

Der SPRT mit den Konstanten pg, p, AB (0< pp < pp <L 0< A<1l<B< o) istaquivalent zu
folgendem Entscheidungsverfahren:

Hgo annehmen, falls k,, < cn—a;
(1) Hg ablehnen, falls k, > cn+b;

weiter beobachten, fallscn—a < k, < cn+b,

wobei

Po(l— p1)

a= —InA, a>o0;
Inp

b= In_B b>0;
Inp

c —P ,c>0

Inp

Anstelle der vier Parameter pg, p;, A, B hat unsere Entscheidungsregel jetzt nur noch drei Parameter
a,b,c. Mit Hilfe der Teststatistik T,, =k, —cn kann man die Entscheidungsregel (1) auch schreiben
as

Hg annehmen, fals T, < —a;
(2) Hg ablehnen, fals T, > b;

weiter beobachten, fals —a < T, < b.
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3. Optimalitat des SPRT

Wir betrachten in diesem Abschnitt den sequentiellen Likelihood-Quotienten-Test (SPRT) in allge-
meinerer Form als bisher, und wir interessieren uns hier fir eine interessante Optimalitatsei genschaft
dieses Tests.

X1, X5,... unabhangige, diskrete ZufallsgroRen je mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p;

Ho: p=py gegen Hi: p= p; (einfache Hypothese und einfache Alternative);

R(X{=%X,..., X, = - :
_ A= Xn =) ) Pua) _ P (Likelihood-Quotient).
Ry(X1=2,-Xn=%)  Po(*)--Po(*)  Pon
Bisher waren py und p; die Parameter einer Bernoulli-Verteilung Bi(1, p); jetzt bezeichnen py und
p; beliebige eindimensionalen Wahrscheinlichkeitsfunktionen einer diskreten Zufallsgrofe.

Sequentieller Likelihood-Quotienten-Test (SPRT):
beobachte weiter, solange A < g,(x) < B;

sobald g, (x) < A: Hg annehmen;
sobald g, (x) > B: Hg ablehnen.

On (X) =0 (X,--++ %n)

Dieser SPRT ist festgelegt durch die beiden Wahrscheinlichkeitsfunktionen py und p;, sowiedie
Schranken A,B mit 0< A<l<B<oo.

N = Anzahl der Beobachtungen bis zur Finalentscheidung (Annahme oder Ablehnung von Hy);
N ist eine Zufallsgolie;

ag = Ry{Ho wird abgelehnt} = Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art

o1 = R {Hg wird angenommen} = Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art

Die Glte des SPRT ist charakterisiert durch die vier Grofen og, aq, Eg(N), E(N).

Stz

Unter allen Tests (sequentiell oder mit festem Umfang), fir welche
Ry {Ablehnung von Hg } < g
R {AnnahmevonHp} <oy

minimiert der SPRT mit den Irrtumswahrscheilichkeiten o und oy sowohl Ep(N) alsauch Ej(N).

Bemerkung:
Der Satz gilt analog auch fir stetige Zufallsgrofien.

Folgerung:

Daes Tests gibt mit festem Stichprobenumfang n, welche die Bedingungen (3) erfiillen, so miissen
die beiden Erwartungswerte Eq(N) und E;(N) bei einem SPRT aufgrund des Satzes stets endlich
sein.

Der klassiche Bewel's des Satzes untersucht ein Bayes'sches Entschei dungsproblem, welches mit unse-
rem Testproblem verwandt ist (vgl. Lehmann, E.L., 1959, Testing Statistical Hypotheses, Wiley, Seite
97-110).



5. Sequentielle Verfahren 33

4. Ungleichungen zum SPRT

X1, X5,... unabhangige, diskrete Zufallsgrofien je mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p;
Ho:p=po gegen Hyp=py;

Pon = Pon (X1, Xn) = Ry { X1 =, X =X };

Pin = Pin (%0 %) = A {X1 =2, Xp = xa };

wir betrachten den SPRT mit den Schranken A,B (0< A<1<B< );
ag = Ry{Ablehnung von Hp } = Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art;

o1 = R {Annahmevon Hy} = Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art.
Weiter sei

R, = Menge aller Realisationen (Xy,..., X,), welche genau im Schritt n
zur Ablehnung von Hq fihren

:{x:(xl,...,xn)‘A<ﬂ<B fir k=1...n—1 und 0 > B}.
Pok Pon
Dann gilt

ag = Ry{Ablehnung von Hy}

> " Ry {Ablehnung von Hy genau im Schritt n}
n=1

ST oy

n=1xeR,

< %Z Z Pn  |dennfirxe Ry: pon S%p_m
n=1xeR,

1 1 1— oy
==Y R{X€R,}==R{Ablehnung von Hy} = :
B B B
Weiter sei

S, = Menge dler Redlisationen (x,..., X,), welche genau im Schritt n
zur Annahme von Hg flhren

:{x:(xl,...,xn)‘A<ﬂ<B for k=1...,n—1 und P < A}.
Pok Pon
Dann gilt

oy = R {AnnahmevonHg}

o0
= >R {Annahmevon Hy genau im Schritt n}

n=1
= Y R{Xes) =22
n=1 n=1xe§,

> A "> pon (dennfirxe Sy piy > Apgn)
n=1xe§,

= AZ R {X €S} = ARy {Annahmevon Hy} = A(1—ay).
n=1
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Wir haben also die beiden Ungleichungen

(4) (e7y) < 1_Ba1 und o < A(l— a0> ,

und daraus ergibt sich

| und Bgl_al.

1— Oéo Oéo
Falls der SPRT stets auf dem Rand entscheidet, so werden die Ungleichungen zu Gleichungen.

A>

Wir mochten nun die Schranken A, B beim SPRT so wahlen, dass die Irrtumswahrscheinlichkeiten 1.
und 2. Art vorgegebene Werte annehmen.

Konservative Variante;

Aufgrund der Ungleichungen (4) gilt

1— a1 1

(5) ap< SE und oy <A(l-ag)<A

Essei
ag = Sollwert fur Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art,

Gq = Sollwert fur Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art,

und wir wahlen die Schranken beim SPRT wie folgt:
(6) A= ON[]_ und B:]/ON[O .

Dann gilt fr die Istwerte ag und o4 (tatsachliche Irrtumswahrscheinlichkeiten) aufgrund von (5):
Oéoﬁ%zdo und Oé]_SA:d]_.

Die tatsachlichen Irrtumswahrscheinlichkeiten kénnen dann nicht grof3er sein al's die vorgegebenen
Sollwerte.

Liberale Variante:
Anstelle von (6) setzen wir

7 A=

und B:l_al.

Dann gilt aufgrund von (4)
a0 < —(1-ap)-20 < 0
B - 1-¢y
(8) 3

a1§ A(l—a0>:(l—a0> al <l

1-d¢ ~ 1-ag

Daraus folgt
ap(1—é1) <(1—oq)ag
o (1—ag) < (1—ap)dy,

und durch Addition der beiden Ungleichungen ergibt sich
ag+aog <ag+aq.

Beispiel
Vorgegebene Sollwerte: g =a; =0.1;

konservative Variante: A=a; =01 und B=1/a7=10;
4 __1_-0111 und B=

1-ay ° g

1-dy

liberale Variante: A= =9,
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5. Beispiel eines SPRT, der stets auf dem Rand entscheidet

X1, X3,... unabhangige ZufallsgréRen, je mit Bernoulliverteilung Bi(1, p);
Ho:p=po gegen Hpp=p mit po<py;
(beachte: hier sind p, pg, p; reelle Parameter, wahrend die gleichnamigen Grolien im vorangehenden
Abschnitt Wahr scheinlichkeitsfunktionen von diskreten Zufallsgrofien waren!)
k _kn
Pin _ R{Xy=%,- Xp =%} _p (1- pl)n
pon Po{xlz Xl,...,Xn = Xn} pokn (1— pO)n_kn
Wir betrachten den Spezialfall | pp =1— pg, Po <3|

mit k= +-+ X, % €{0,1}.

Dann gilt
Ky n—k, 2k,—n
1— _ _
Pin _ (1= o) pon—k :[1 po] = 220" wobei )\:1 Po 1 da po<%.
Pon  pon (1—po)" Po Po
Nun betrachten wir den SPRT mit den Schranken A B:
falls A< A - B:  weiter beobachten;
Pon
9 fals P <A Ho annehmen;
Pon
fals A0 > g: Ho ablehnen.
Pon
Esgilt
A< Pn g
Pon

< InA < (2ky—n)Inx < InB
& —a< T, <b

wobei
T, =2k, —n;
a=_—INA (a>0, da 0< A<,
InA
b="B (b>0 da1<B<n).
InA

Die Entscheidungsregel (9) ist also &quivalent zu:
weiter beobachten, solange —a < T, <b;
(10) Hg annehmen, sobald T, < —a&;
Hg ablehnen, sobald T, >b.

Beachte: Die Testgrofie T,, = 2k, — n ist ganzzahlig, und sie &ndert sich bei jedem Schritt n—n+1
um +1. Daher bleibt der SPRT unveréndert, wenn die Schranken a,b aufgerundet werden zur néch-
sten ganzen Zahl. Falls nun die Schranken a,b ganzzahlig sind, so entscheidet der SPRT stets auf
dem Rand, und unsere Ungleichungen im vorangehenden Abschnitt werden zu Gleichungen!

Beispiel: Der SPRT zu den Schranken a=10.3, b= 7.8 ist quivalent zum SPRT mit a=11, b=8.
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Essei dso
Po<3, PL=1-Ppg, A=p/pp (>
a,b ganzzahlig.
Waéhle die Schranken A, B so, dass
a:_InA = InA=-alny =A=)12
In\
b:ln—B = InB=bInA\ = B=AP.
InA

Der SPRT (9) mit den Schranken A, B ist nun &quivalent zum SPRT (10) mit den ganzzahligen
Schranken a,b, und somit entscheiden beide Tests stets auf dem Rand. Es seien o und o4 dielrr-

tumswahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art. Die Ungleichungen (4) im vorangehenden Abschnitt werden
nun zu Gleichungen, und daher gilt

(11) ag = 1_Ba1 und o= A(l— a0> .

Wir wollen ag und o4 als Funktionenvon A B bzw. von a,b darstellen. Aus (11) folgt

a1 g 1—040:%,

Qg =
und wenn wir diese beiden Gleichungen addieren, erhalten wir
al 1— al
I + I 1 ]
A B
und daraus folgt

AB-A B-1 AP_1
alz = = i
B—A B/A-1 )ath_4
Aus (11) ergibt sich nun

1-ap A% -1
CYO = = .
B >\a+b 1
Somit sind die Irrtumswahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art exakt gegeben durch
A2 —1 AP 1 1- pg

und g mit A= 1.

0= atb_, T \ath_q
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Zusammenhang mit einem Spiel:
2 Spieler S und S;;
po = Wahrscheinlichkeit, dass S, eine Partie gewinnt;
P =1— pg = Wahrscheinlichkeit, dass S; eine Partie gewinnt;
fals § gewinnt: S, zahlt 1 Euroan &y;
fals § gewinnt: & zahlt 1 Euroan S;;
a= Anfangskapital von &;
b= Anfangskapital von S ;
Das Spiel wir fortgesetzt (Partie um Partie), bis einer der beiden Spieler ruiniert ist.
Essel
1 fdls& diePartiei gewinnt;
! _{O falls S, diePartiei gewinnt.
Unentschiedene Partien werden nicht gezéhlt bzw. sind ausgeschl ossen.
Wir betrachten nun das folgende Testproblem:
X1, X3,... unabhangige ZufallsgréRen je mit Bernoulliverteilung Bi(1 p);
Ho:p=pg gegen Hyp=p (=1-py) mit pp<3;
Hg entspricht der Sichtweise von & und H; der Sichtweisevon Sj;
X, Xo,... Redlisationenzu X, X,,..., % €{0,1};
Kn =% +---+ X, = Anzahl der Siegevon S, unter den ersten n Partien
Gy, = 2k, —n= Gewinnvon & nach n Partien;
S gewinnt Partien+1: Gy =G, +1;
S veliet Patien+1: G, =Gy -1,
weiter spielen, solange —a < G,, < b;
sobald G, =Db, ist § ruiniert;
sobald G,, =—a, ist § runiert.

37

Offensichtlich handelt es sich hier um einen SPRT, der stets auf dem Rand entscheidet, und bei den

Irrtumswahrscheinlichkeiten o und o4 handelt es sich um die Ruinwahrscheinlichkeiten:
ag = Ry{Ablehnung von Hg } = Ry {G,, = b fiir ein n>1} = Ruinwahrscheinlichkeit fir S ;
o1 = R {Annahmevon Hy} = R {G, = —a fiir einn>1} = Ruinwahrscheinlichkeit fir .

Esqilt

a b

— — ) 1—
N D e P 1. 3
)\a+ -1 )\a+ -1 po

Fir pg —>% gilt A — 1, und wir erhalten (mit Maple bzw. mit Regel von Bernoulli-Hospital)

o A1 a .
0 /\a+b -1 A=l a+b’
AP 1 b

a1 = .
1 /\a+b_1 A— a+b
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6. Stichprobenumfang beim SPRT

Hier betrachten wir wieder den SPRT in allgemeinerer Form, und wir interessieren uns fir den Er-
wartungswert des Stichprobenumfangs.

Ausgangssituation

X1, X5,... unabhangige, diskrete Zufallsgrofien je mit Wahrscheinlichkeitsfunktion p;

Ho:p=po gegen Hypp=py;

beachte, dass hier p, pg, p; wieder Wahrscheinlichkeitsfunktionen von diskreten Zufallsgréfien sind;
Pon = Pon (X1, X0) = Po{ X1 =X1,., Xp = X } = Po(¥) - Po(Xn);

Pin = Pin(X.0 %) = B {Xg =X, Xy = X0 } = (%) pr(Xn)-

Wir betrachten den SPRT mit den Schranken A/B (0< A<1l<B<o0):

solange A< — Pin < B: weiter beobachten;
n
sobald 20 < A Ho annehmen;
Pon
sobald Pn > B Hyo ablehnen:
Pon

Realisationen (..., X,) Mit Pop (X, X0 ) = Pan (X,---, X, ) = 0 kdnnen unberiicksichtigt bleiben,
da sie keinen Einfluss auf die Erwartungswerte haben.

Essei X eine diskrete Zufallsgrofe mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p; wir definieren eine neue
ZufallsgroRe Z =Z(X) wiefolgt:
Z(X) pl(x)
Po(X)’
fur jede Realisation x der Zufallsgréfze X erhalten wir also al's zugehdrige Realisation von Z:
z=7(x)= n Pl
Po(¥)
nunsind X, Xs,... unabhéangige Zufallsgrofien je mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p, und wir
setzen Z; = Z(X;), i=12,...; dann sind die neuen ZufallsgrolRen Z;,Z,,... unabhangig, und sie
besitzen je die gleiche Verteilung. Es gilt

<Pn B o A< onB < InA<ZIn pl(X')<InB
Pon Pon -1

n
& INA<) "z <InB,
i=1
und somit kann die Entscheidungsregel zu unserem SPRT auch geschrieben werden als
solange INA< z +---+2z,<InB:  weiter beobachten;
sobald z +---+z, <InA: Hg annehmen;
sobald z +---42z,>InB: Hq ablehnen.
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Esqilt:
(i) Eo(Zy+--+2Z,) =Ey(N)Eg(Z)  (Gleichung von Wald);
(i) Eo(Zy++-+2,) = Ry{Ablehnung von Ho} x Ey(Z; +++-+ Z, |Ablehnung von Hg ) +

=0qq >InB
+ Ry{Annahmevon Hg} x Eg(Z; + -+ Z, |Annahme von H)
=l-qg <InA

~ agInB+(1-ag)InA.

Aus Gleichung (i) und Approximation (ii) ergibt sich
Z1+-+Z INB+(1—ag)InA

Eo(2) Eo(2)
Auf analoge Weise findet man
B (Zi+-+2Z,)  (1-aq)InB+qInA

E(Z) E(Z)

Falls der SPRT stets auf dem Rand entscheidet, so werden die Approximationen (12) und (13) zu
Gleichungen. Der Beweis der Gleichung von Wald findet sichim Anhang A1l.

(13) Es(N) =

7. Sequentieller Test bei zusammengesetzter Hypothese und Alternative

Wir betrachten hier wieder den Spezialfall mit der Bernoulliverteilung wie im Abschnitt 5:

X1, X5,... unabhangige Zufallsgrofien je mit einer Bernoulliverteilung Bi(L, p);

Ho: p<p. gegen Hjp: p> p. (zusammengesetzte Hypothese und Alternative);

X, Xo,... Redlisatonenzu Xy, Xs,...; % €{0,1};

Kn=2X +"4X;

T, =2k, —n.
Wir interessieren unsfir den folgenden sequentiellen Test:

a,b ganzzahlig, a,b>0;

solange —a<T, <b: weiter beobachten;

sobald T, <-a: Hg annehmen,

sobald T, >b: Hq ablehnen.
Der sequentielle Test (T,,,a,b) entscheidet stets auf der Grenze, dadie drei Grof3en T,,,a,b ganzzah-
lig sind, und da sich die Testgrof3e T,, injedem Schritt n — n+1 um +1 andert. Daher sind wir in
diesem Speziafall in der Lage, die Gltefunktion des Tests und den Erwartungswert des Stichpro-
benumfangs exakt zu berechnen.

a) Gltefunktion

Essei pg <§ und p=1— py. Der sequentielle Test (T,,,a,b) ist ein SPRT zum einfachen Testpro-
blem

(14) Ho:p=mpo gegen Hyp=p,

und es gilt

a=—"A g p=1NB - P_17Ro
In\ InA Po Po

(vgl. Abschnitt 5). Es gilt

, A1
ag = PO {SPRT verwirft Ho} = m .
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Esgilt also fur den Test (T,,,a,b) :
53(po) = Py, {Test (Ty,a,b) verwirft Ho } = Ry {SPRT verwirft HO}:;\:—b__ll'
Dies gilt fur beliebige Werte von py <%, und somit haben wir fr p<%
A% -1 1-p

(15) 3(p)= P, {Test (T,,a,b) verwirft HO}:X'J‘*—b—l mit A= .

Wir wollen zeigen, dass diese Formel auch fir p>% gilt. Esist

b_ _
o = R {SPRT akzeptiertHo}:/\—bl mit A=1=Po
)\a+ _l po
und daraus folgt
AP_1 AP \b o A
\atb_q  jatb_;  jatb 4’

1—ag = R {SPRT verwirft Hy } =1—

wobei
1P _1-p
A 1-pg o]
Damit gilt
, : 1
B(p1) = Py, {Test (Ty,ab) verwirft Ho } = B {SPRT verwirft Ho}:):‘%—b_l;

dies gilt fir beliebiges pl>%, und die Formel (15) gilt somit auch fir p>%. Fur p—>% gilt A\ —1
und wir erhalten (mit Maple bzw. Bernoulli-Hospital)
A1 a
\ath 1 Al a+b’
und damit kdnnen wir die Gutefunktion des sequentiellen Tests (T,,,a,b) schreiben a's

a_ —
2+b : far pi% [mit )\:_1 p]
5(p) =P, {Test (T,a,b) verwirft Ho} = { A~ —1 0
fur p=2<.
a+b P=3

b) Stichprobenumfang
Essei N der (zuféllige) Stichprobenumfang beim Test (T,,,a,b) . Wir interessieren uns fir den Er-
wartungswert E,(N) . Wir betrachten wieder das einfache Testproblem
Ho'P=pp gegen Hpyp=p mit py<3, p=1—rpo.
Der Test (T,,,a,b) ist hier ein SPRT, der stets auf der Grenze entscheidet, und damit gilt aufgrund der

Ergebnisse von Abschnitt 6
agInB+(1—ag)InA

Eq(N) =
(16 Eo(2)
£ (N) = (1—aq)InB+aqInA
E(2)
wobei
= = noﬁ(x) mi ~Bi
z=2(X)=I % (X) t X ~Bi(Lp),

[ fur x=1 _|p firx=1
qO(X>_{1_pO fur x=0 ql(x>_{1—pl fir x=0.
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Wir setzen XA = (1— pg)/ pg und erhalten

Bo(Z(X))=Z(0)R{X =0} + Z()R{X =1} =(1- po)'ni:—gl)+ |Ooln%=(2|00—1>'nA :
TS Y

E(Z(X))=Z(0)R{X=0}+Z()R{X =1} =(1- p_L)Inl_—pl+ pInL = (2p, —1)inA.

1-pg Po
=—In\ =In\

Weiter ist
ag = Ry{Ablehnung von Ho } = 3( ).
a1 = R {Annahmevon Hy} =1-5(py),
INnA=-alnA und InB=bln),
und somit ergibt sich aus (16)

EO(N) _ a_(ijsg/j(po); El(N) _ a_(i‘jszf(pl)

Dies gilt fur beliebiges p0<% und pl>%. Somit gilt fur pi% die Gleichung
_ a—(a+b)s(p)

E =
o(N) = S5
Fur p—>% erhalten wir (mit Maple bzw. Bernoulli-Hospital) Ep(N)—>ab,und damit haben wir die
schéne Formel
- b
SR
Ep(N) = —<P
ab fir p=3.
Beispiel:

a) Sequentieller Test (T,,a,b) mit a=b=13
Tabelle 1: Giltefunktion und erwarteter Stichprobenumfang

p Alep 8P | Ep(N)
0.35 1.875 0.00032 43.306
0.4 15 0.00511 64.335
0.45 1.222 0.06858 112.169

0.5 1 0.5 169
0.55 0.818 0.93142 112.169
0.6 0.667 0.99489 64.335
0.65 0.538 0.99968 43.306

b) Test mit festem Stichprobenumfang n:
X ~Bi(n, p) mit n=163; Hy ablehnen, falls X >82. Dann gilt:

fir pg=0.4: 3(p)= P, {X >82} =0.00489
fur pp=06: §(p)= P, {X >82}=0.99511.

Fir pp=0.4 und p; =0.6 besitzt der Test mit festem Umfang n kleinere Irrtumswahrscheinlichkei-
ten als der sequentielle Test, das Maximum von Ep(N) betragt jedoch 169 und ist grof3er als der

feste Umfang n=163. Die Optimalitdt des SPRT (vgl. Abschnitt 3) bezieht sich eben nur auf die

beiden Punkte py und py, und nicht auf das Maximum max E,(N) .
0<p<1
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8. Sequentieller Test mit einer Bernoulli-Verteilung; numerische Berechnungen
Esseien

X1, X2,... unabhéngige Zufallsgrofen je mit einer Bernoulli-Verteilung Bi (1, p)

X, Xo,...  zugehorige Realisationen

Ko =% +-+ X, (=Anzahl der defekten Stlicke unter den ersten n gepriiften Stiicken).
Gegeben: a,b,c,d (alle >0,c—d>0).
Wir betrachten den sequentiellen Test:

weliter prifen, solange —a < T,, < b,

Losannehmen, sobald T, < —a,

Losablehnen, sobald T, > b,

wobei
T,=ck,—dn.
Im vorangehenden Abschnitt haben wir den Abb. 4 : Sequentieller Test (T,,,a,b)

symmetrischen Speziafall c=2,d =1 unter- Tha
sucht, und wir haben exakte Formeln gefunden

i Los ablehnen
zur Berechnung von wichtigen Kenngrof3en des b
Tests (Gutefunktion, erwarteter Stichpro-
benumfang). In diesem Abschnitt betrachten T >
2 4 6 8 n

wir den allgemeinen Fall, und wir wollen ein
Programm entwerfen zur exakten Berechnung
der Annahme- und Ablehnungswahrscheinlich-
keit bei gegebenem p, sowie des Erwartungs- L os annehmen
werts des Stichprobenumfangs.

Der Verlauf des Priifverfahrensist hier festgelegt durch die Punktfolge (n,T,),n=0,1,2,... Das
Prufverfahren endet mit der Annahme oder Ablehnung des Losesim Schritt N (N ist eine Zufallsgré-
[3e). Die Punkte (n,Tn) kénnen in einem K oordinatensystem aufgezeichnet werden (vgl. Abb. 4).
Falls x, =0, sogilt k,=k,_1 und T,=T,41—d;

fals x, =1, sogilt k,=k,_1+1 und T,=T,+(c—d).

Der Abstand zwischen benachbarten Punkten bei festem n betrégt ¢, und esmuss ¢—d > 0 sein, well
sonst T,, nicht zunehmen kann mit wachsendem n; der sequentielle Test konnte dann nie zur Ableh-
nung fahren. Punkte mit —a <T,, <b heif3en Fensterpunkte.

a+b

Die Anzahl der Fensterpunkte bei gegebenem n betrégt hichstens F = und mindestens F —1.

Aktualisierung der Fensterpunkte von Schritt n—1 auf Schritt n:

Fir die Fensterpunkte R,...,R= im Schritt n—1 sei
pi = WXkeit, dass der Prozessim Punkt B landet, pr =0 falls B= nicht im Fenster,

t = Wert der Teststatistik T,y imPunkt R,  (i=1...,F).

1. Fal: { —d >—a, d.h. Punkt B kann nicht zur Annahme flhren
1a) tg <b, tr +(c—d)<b (vgl. Abb. 5a);
dieser Fall ist nicht moglich, dabei Schritt n F +1 Punkte im Fenster liegen;
1b) tg <b, tr +(c—d)>b (vgl. Abb. 5b);
1c) tg >Db, tg —c<b (vgl. Abb. 5c);
1d) te >b, tg —c>b (vgl. Abb. 5d).



5. Sequentielle Verfahren 43

Abb. 5a Abb. 5b Abb. 5¢c Abb. 5d

A Tn“ Tn“ Tn“

______ I\
At | o R — b|----- i '\\ R N
i EP& i EP& QP& b |-o-- F EPF

e o e h e o e h
PZ PZ PZ PZ
Pl‘\'PZ' H\PZ’ Pl‘\'PZ' H\PZ’

______ ~.F PN ~R PN ~.F PN ~R
n-1 N n-1 "N n-1 N n-1 "N

Maple-Befehle

tl ::tl—d;

tF ::t[: —d;

pan .= O, # R fuhrt nicht zur Annahme

prn == pg x p; #P: muBzur Ablehnung fihren, sonst F +1 Punkte im Fenster
for j from F by —1to 2 do

pj = pjx(1—p)+pjuax P #pj_y wird nicht iiberschrieben!
end do;
p= px(1—p);
if (t >b) then #P: liegt nichtim Fenster
prn = prn+ pg;
Pr =0
end if;

2. Fal: { —d <—a (Punkt R flhrt zur Annahme)

2a) tp <b, tp +(c—d)<b (vgl. Abb. 6a);
2b) te <Db, tg +(c—d)zb (vgl. Abb. 6b);
2c) tg >b, tg —c<b (vgl. Abb. 6¢);
2d) tg >b, tg —c>Db (vgl. Abb. 6d);
dieser Fall ist nicht mdglich, dabei Schritt n nur F —2 Punkte nurim Fenster liegen.

Abb. 6a Abb. 6b Abb. 6¢ Abb. 6d
A TnA TnA Tn“
------ / P' b F-——--- = P',: P /'P": >/.P":
P-! F Pt b f----- P P |
______ e
— ] — b —
" > " "
Pr , PZ’ Pv
P, L —1"2 P, /':2 P, /P P, ./<Pz
P' I U l
P]_ 0/ 1 a F?I. n/ ! PN P1 4/ ! PN P1 4/
n-1 n n-1 n n-1 N n-1 "
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Maple-Befehle:

t, =t +c—d;
tr =tg +Cc—d;

pan = pyx(1-p); # R fuhrt zur Annahme
for j from 1 to F—1 do

Pj = PjxP+Pjaux(1-p);  #pj4q wird nicht tiberschrieben!

end do;

P = P XD

if (tz >b) then  #neuer Punkt B liegt nicht im Fenster
prn = pg;
P =0

else
prn = 0;

end if;

Mit Hilfe der Annahme- und Ablehnungswahrscheinlichkeiten im Schritt n lassen sich nun die kumu-
lierten Wahrscheinlichkeiten berechnen sowie der Erwartungswert des Stichprobenumfangs N:
Py {N =n} = Py {Annahmevon Hy im Schritt n} + P, { Ablehnung von Hy im Schritt n}
= pan+ prn (bei Schritt n)

n
Po{N<n}=> "P,{N=n}= pankum+ prnkum (bei Schritt )
i—1

00
Py {Annahmevon Hg} = P, {Annahme von Hq im Schritt n},
n=1

P, {Ablehnung von Hy } = Z P, { Ablehnung von Hq im Schritt n},
n=1

() = 0By (N = 1),

Die unendlichen Summen k&nnen abgebrochen werden, wenn sich die numerischen Werte nicht mehr
andern. Das vollstandige Maple-Programm findet sich im Arbeitsblatt sprt . mas.
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Typische Aufgabe:
X1, X5,... seien unabhangige ZufallsgroBen je mit einer Bernoulli-Verteilung Bi (1, p). Gesucht ist
ein sequentieller Test (a,b,c,d) mit folgenden Eigenschaften:

fur p, =0.01 sei L(p,)>a=0.9

fir ps =0.03 sdi L(py)<B=01

wobei L(p) die Annahmewahrscheinlichkeit (OC-Funktion) bezeichnet.

L 6sung (vgl. Abschnitt 4):

apg=1—a (= Sollwert der Irrtumswkeit 1. Art)
& =06 (= Sollwert der Irtumswkeit 2. Art)

Liberale Approximation: Fals
A=—Y1 und B=7_

1— OéO CMO
so gilt fur die tatsachlichen Irrtumswahrscheinlichkeiten

1-6y

ag < —, <

—, a0+a1§d0+d1.
l—Oél 1—040

Konservative Approximation: Falls
A= O~(1 und B = ~i
Qg
so gilt fur die tatséchlichen Irrtumswahrscheinlichkeiten
a7y < do und o < dl'

Zusammenhang zwischen p,,, pz, A B und a,b,c,d:

a=-—InA; b=InB;
1- _
C:|nM; d:|n1—pa]
Pa (1 ps) 1-py
a) Konservative Approximation:
Esist
dp=1-a=01 und G =08=0.1
A= =01 und B:ézlo
Qg
und weiter
a=—-InA=In10=2.30---; b=InB=In10=2.30--;
1- _
c—in Ps(l—Pa)|_ §008x099 . f1-py| 009 oo
Pa (1- Ps) 0.01x0.97 1-py 0.97

und wir erhalten mit Hilfevon sprt. mns:

p L(p) | Ep(N)
0.01 | 09373 | 216.9
0.03 | 0.0930 | 170.1
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Liberale Approximation:
Esist

apg=1-a=01 und & =p3=01

Ae— 1 ynd B=1T%_g

1-ag ° Qg

und weiter

a=—-InA=In9=2.197--; b=InB=In9=2197-; c,d wiebe a),

und wir erhalten mit Hilfevon sprt. mns:

p L(p) | Ep(N)
001 | 09317 | 204.2
0.03 | 0.1026 | 160.8

Durch Probieren (trial and error) finden wir die folgende Lsung:
Far

a=22, b=185 c,d wiebe a)
gilt

L(p,)=0.90098>c=0.9

L(ps)=0.09905<3=0.1

Die OC-Funktion L(p). und der Erwartgngs— p L (p) Ep(N ) R, {N >300}
wert Ep(N) als Funktion von p sind sind ge-
geben in nebenstehender Tabelle. Der Erwar- 0.01 | 0.90098 | 192.43 0.1454
tungswert des Stichprobenumfangs N wird ma- 0.015 | 0.68236 | 222.82 0.2301
ximal fir p=0.016, und er betrégt dann 0.016 | 0.62679 | 223.90 0.2349
223.9. Beim einfachen Prifplan haben wir zur 0.017 | 057017 | 223.11 0.2359
L Gsung des gleichen Problems den Stichpro- 0.02 | 040744 | 21102 | 0.2190
benumfang n =302 bendtigt (vgl. Kapitel 2,
Tabelle 4). 0.03 | 0.09905 | 137.01 0.0912
Maple-Arbeitshlatt sprt. mas
> #
ﬁ Sequentieller Test nmit Bernoulli-Verteilung
> # a,b Schranken zum sequentiel |l en Test
> restart;
> a:=13;
> b: =13; o
> # szd Koeffi zi enten der TestgroRe Tn = c*kn-d*n
> c:=2;
> d: =1, . L . .
>if (c-d <=0) then print("c-d nmuR positiv sein!") end if;
> # Maxi mal e Anzahl der Punkte im Fenster
> F :=ceil((ath)/c); . _
>p .= 0.4 # Paraneter der Bernoulli-Variabl en
> g = 1-p;
>
# pr obLl] .. prob[ F%: Wahr schei nl i chkeit der Fensterpunkte
ﬁ(vor elegt nmt 0)

rob: =array(1..F);
or f fromlto F do
prob[f] := 0;

end do:




VVVVVVVYV

VVVYV

VVVVVYV

5. Sequentielle Verfahren

# pan = Annahnewahr scheinlichkeit im Schritt n

# prn = Abl ehnungswahrscheinlichkeit im Schritt n
# pankum = kunul I erte Annahnew keit

# prnkum = kumulierte Abl ehnungsw keit

pankum : = 0;

prnkum : = 0,

# Initialisierung des 1.
kgl =-ce|I(a/c)+'

t i =

tF ;= t1+(F- 1)*c

prob[ - k01+1]:

# Startfenster

Prlnt( prob, kn, Tn");
or f fromE by -1 to

Fensters fiur n=0

# Wert von kn im 1. Fensterpunkt
kOl1l*c # \Wrt von Tn im Fensterpunkt Pl

# Wert von Tn im 1. Fensterpunkt PF

# Wahr schei nli chkei t

1 do
print(prob[f], kO1+f - 1 t1+(f-1)*c);
end do;

EN:=0; # E_N = Erwartungswert von N
# AktuaI|S|erung von Schritt n-1 auf n (n=1, )
?naSSI s nl) 1000 d
or nfromlto o}
if (n nod 100)=0 then print("n ".n) end if;
if tl d > -a) then # Punkt P1 blelbt i m Fenst er
t =tl-d; # Wert von Tn i m neuen Fenst er punkt
tF := tg-d; # Wert von Tn i m neuen Fenst er punkt
pan := 0;
rn .= probLFL*p
orf from y -1to 2 do
d 8 [f] = prob[f] q+prob[f 1] *p;
en ;
prob[1l] := prob[1]* g; _ .
| f (tF >= by t hen neuer Punkt PF i m Abl ehnbereich
prn prn+prob[H
gro?[
end i
el se # jetzt ist (tl-d <= -a)
tl := tl+c-d; # rt von Tn i m neuen Fenst er punkt
tF := tF+c-d; # Wert von Tn i m neuen Fenst er punkt
PS = Prool ] od
end do[f] i = prob[f] p+prob[f+1] q
prob[ F| := prob[ F] *p; _ .
If (tF >= by t hen # neuer Punkt PF i m Abl ehnbereich
prn := probg Fl;
pr ob[ F] ;
el se
prn := 0;
gndflf
end i
ankum : = pankum + pan;
p p p
prnkum : = prnkum + prn;

# Ermartungsmert von N
EN:= EN+ (pant+prn)*
end do:
pankum
prnkum
Eankun%prnkum

pan+prn;

n;

i mStart punkt n=0, kn=0

P1
PF

P1
PF

47
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6. Variablen-Kontrolle, Normalverteilung mit bekannter Varianz

Bisher haben wir uns mit Prifplénen fur qualitative Qualitétsmerkmale befasst (Attributkontrolle,
Gut/Schlecht-Priifung, zdhlende Prifung). In diesem Kapitel befassen wir uns mit quantitativen Qua-
litatsmerkmalen (Variablenkontrolle, messende Priifung).

1. Einseitiger Fall, untere Toleranzgrenze

X = Qualitdtsmerkmal, X ~ N(u,az), o2 bekannt;
T, untere Toleranzgrenze.

Ausschussanteil p= p(p)=P, {X <T,}.
Esqilt:

p=p(u) = By (X <Tu} = B, X < ozt gfTuzr)

g g

u:u(p) = Tu—azp.

Typischer Prifplan:
n Sticke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
X1,---, X unabhangig, je N(u,az);
c 1
X :F(Xl+...+xn) ~ N(M,az/n);
Los ablehnen, falls X <c¢ (c= Annahmegrenze).

OC-Funktion (Annahmewahrscheinlichkeit):

1) alsFunktionvon y: Ll(u):PM{)?zc}:th{x_”\/ﬁ > C_“\/ﬁ} - @C[C__/‘\/ﬁ];
o) g o)

2) asFunktionvon p:  L(p)=1Ly(u(p)) = @° C_M(p>\/ﬁ = @C[ﬂ\/ﬁ+zp\/ﬁ].
g g

Aufgabe:
Gegeben: p,,a und pg, 8
Gesucht: Prifplan (n,c) mit minimalem Stichprobenumfang n und mit
L(py)=a und L(pg)<@ dhmit L(g)=a und Ls)<p.

L Gsung:
I 1(Pa) =Ty —0zp =Ty+oz o

Hp = M<p/3) = TU_UZPB = TU+021—P55
Beachte:p, <pg = 2. >2 py = Ha > H3
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2° (n,c) sowahlen, dass

g

c—p
2) Ll(uﬁ)gﬁ, d.h. - ’Bx/ﬁ > Zl—ﬁ

Durch Subtraktion 2) — 1) erhalten wir

2
_ Z1_g+2 Z,+27_
la = n >z 54z, dh  n> |05, | 0 TES )
o o, _,Uﬂ Z1— p, — Z]__ Py
und aus 1) finden wir dann c = MQ—OZTQ =T, +g[zl_p _%]
n (83 n

Beachte:
1) Der Stichprobenumfang nist unabhangig von o ; er hangt nur ab von «, 3, p,,, Pg!

2) Fals Ly(i,)=a, sogilt CHta = — z,, und somit
g

C— g c— —
16 fn=C"Ha fn i te Mﬂ\mz—zcv*(zlfpa_zlfpa)\/ﬁ’

g g g
d.h. Ly(ug) ist dann unabhangigvon o!

Beispiel:
T, =200 o=10
p, =0.01 a=0.9
pz =0.08 =01
Dann gilt:
zZ, =753 =29 =12816

2 p =Zpgg =2.3263
4 p, =92 =1.4051
Ho =1(Py)=Ty+07 p =200+10-2.3263=223.263
jg = u( P3) =Ty +02z_p, =200+10-1.4051=214.051

2
2 2
Z +z
n> W T 43 _ [1.2816+1.2816] _ [2.5632] _ 774
Tl b, —4-p 2.3263—-1.4051 0.9212
Fir n=8 erhalten wir
1.2816

c = Tu—i—a[zl_p —%] - 200+10[2.3263—
x n

NE]

Der gesuchte Priifplan fur o =10 ist also festgelegt durch n=8 und ¢ = 218.733 und esgilt
Ly (ke ) =@ [M\/ﬁ] =@°(-1.281)=®(1.281)=0.9=q;
g

C—Mﬁ\/ﬁ

g

L (pg)=2° = 3°(1.324)=0.0927 < = 0.1,

(vgl. Abb. 1 und 2).

] = 200+10x1.8733 = 218.733.

49
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Abb. 1: Ausschussanteil p(u) for o =10 Abb. 2: OC-Funktion Ly (u) fur o =10
14 11
0.8 0.8
0.6 0.6
p(u) Ly ()
0.4 0.4
0.2 0.2
. ‘ : 0 ' '
0460 180 200 220 200 210y 220
U

230

Symmetrische Losung mit Produzentenrisiko = Konsumentenrisiko
Gegeben: p,,« und pg, 3 (=1-a)
Gesucht: Priifplan (n,c) mit
L(p.)=a, L(ps)<f und 1-L(p,)=L(ps).
Ldsung:
1° Bestimmeden notwendigen Stichprobenumfang wie oben.
2° Dannist die Gleichung 1—L(p, )= L(pﬁ> aquivalent zu

CTHB o= _CZHa [y

g g

und daraus ergibt sich c:%(ua +u5> und weiter

) = 0[S = a8 “ﬂzﬂﬁ] "

g (o

2

Cc—

’uﬂ\/ﬁz@c
g

Ll(ﬂﬂ) = (I)C

o)

M\/ﬁ] —1-9°
2

Beispiel wie oben:

fto =223.263, 13 =214.051 c= %(ua + Mﬂ) = 218.657

Li (1) =@ %ﬁ — ©(1.302) = 0.9035

e

o

=3°(1.302)=0.0965 (=1— Ly (1, )).

Ma_uﬂ\/ﬁ
(o)

\M] =1Ly (p,)-
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2. Einseitiger Fall, obere Toleranzgrenze

X = Qualitatsmerkmal, X ~ N(x,02), o2 bekannt;
T, obere Toleranzgrenze.

Ausschussanteil p=p(u)=P,{X>T,}.
Esqilt:

p= (1) = B X >To} = B X2 > Tt} ge(Toms)

g g

p=n(p) = To—0z p.

Typischer Prfplan:
n Sticke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;

X1,..., X, unabhangig, je N(M,az);

c 1

X :E(x1+...+xn) ~ N(M,az/n);

Los ablehnen, falls X > ¢ (c= Annahmegrenze) .
OC-Funktion (Annahmewahrscheinlichkeit):

1) asFunktionvon s Ll(u):Pﬂ{)?gc}:Pﬂ{X_“\/ﬁ < C_“\/ﬁ} - cp[c__“\/ﬁ];
g g

g

C—M(p)\/ﬁ

g

2) asFunktionvon p:  L(p)=1L(u(p)) = @

= @[C_TO Jn+ zl_px/ﬁ] .

g

Aufgabe:
Gegeben: p,,a und pg, 8

Gesucht: Priifplan (n,c) mit minimalem Stichprobenumfang n und mit

L(p,)=a und L(p@)gﬂ dh.mit  Ly(p,)=c und Ll(/%)gﬁ.
Losung:
P po=p(pa)=To—0z_p

% :M(pﬂ):To_Uzl—pﬂ

Beachte:p, <pg = zp >2 p, = Ha <Hg

2° (n,c) sowahlen, dass

1) Lu)=a, dh Sl n = 2,

g

Cc— q3—C
2) Ll(ﬂlg)gﬁ, d.h. Mﬁ\/ﬁ < Z/g d.h. Mﬁo_ \/ﬁ > 217/3

g

Durch Addition 1) + 2) erhalten wir

2 2
- Z,+7_ +z_
Mo7He f8 s 4 a4z, dh > | TR | FTAS |
g / Hg = Pa A-p, ~ A-p;
und aus 1) finden wir dann C = +ai =Ty—0|lzg_ —i].
Ha \/ﬁ o] [1 P. \/ﬁ

Beachte: Der Stichprobenumfang n ist unabhangig von o ; er hangt nur ab von «, 3, p, . Pg!
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Beispiel

To =220 oc=10

p, =0.01 a=0.9

Ps = 0.08 6=0.1
Dann gilt:

zZ, =273 =Zy9 =12816

Zl— P, = 20.99 = 2.3263

. p; — Zngp = 1.4051

Hoy = ﬂ(pa) =To—0z_p = 220—10-2.3263 = 196.737

ng= n(Ps) = Tu—0z p, = 220-10-14051 = 205.949

2
o |mras | [1.2816+1.2816]2: [2.5632]2: s
“\zp, —2p, 2.3263—1.4051 0.9212 '
Fir n=8 erhalten wir
c=To—0|z | —%] - 220—10[2.3263—%] — 220-10x1.8733 = 201.267 .
@ n

Der gesuchte Prufplan ist also festgelegt durch n=8 und ¢ =201.267 und es gilt
Ly (st )= ﬂ\/ﬁ]:é(l.ml):og:a;

g

Ly(pg) =@ i ﬁ]:@(—1.324):@0(1.324):0.0927 < p=01

g
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3. Zweiseitige Toleranzgrenzen

X = Qualitatsmerkmal, X ~ N(x,02), o bekannt;
Ty, Ty untere und obere Toleranzgrenze.

Ausschussanteil p=p(u)=P,{X <T,}+P,{X>To}.

Esqilt:
p=p(u)=P {X<T}+P,{X>To}
® = PM{X‘“ < Tu‘“}wu{x—“ . TO‘“}
g g g g
_ p|Tu=H] ge|TozH
g g

Die Funktion p(y) ist eintalig (d.h. —p(x) ist eingipflig) und symmetrisch beztiglich

u*:%(Tu +To) . DasMinimumvon p(y) ist p* = p(p*). Zujedem Wert p mit p* < p<1 existie-
ren zwei Wertevon o namlich g, :M(p) und 14 = 4 (p) mit e < pip, o + e =26 (d.he g
und 4, liegen symmetrisch zu p* ) und mit p(z, )= p(r )= p (vgl. Abb. 3). DasMinimum p* ist
bei gegebenem T, und T, wachsendin o (vgl. Tab. 1).

Abb. 3: Funktion p(u) fir T, = 200, T, = 220, 0 =10 Tabelle1
14 o p*
1 | 0762E-23
2 0.573E-6
>4 3 0.000858
P() 3.88224| 001
06 4 0.0124
5 0.0455
6 0.0956
0.41 7 0.1513
8 0.2113
180 200 220 240 9 0.2665
. 10 0.3173

Typischer Prifplan:
n Sticke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
X1,---, X unabhangig, je N(u,oz);
- 1
X :F(Xl+...+ Xn) ~ N(u,az/n);
Los annehmen, falls y* —co < X < p* 4co,dh.falsc, < X <c,
mit ¢, = y* —Co, ¢, = pu*+co .

Bel gegebenem o ist dieser Priifplan festgelegt durch das Paar (n,c).
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OC-Funktion des Prifplans (n,c)
1) asFunktionvon p:

Ly (1) = P, {Prufplan (n,c) fiihrt zur Annahme}
=P, {u* —co < X < p* +co}

* ., Y _ *
:P/L{M M= Jn o XZB g < TS ’”""ﬁ}
g g g

:¢[W¢ﬁ]_q>[“*—+‘”ﬁ].

Die OC-Funktion Ly (z) ist symmetrisch bezlglich p* .

2) asFunktionvon p:
Zu jedem Wert von p mit p* < p <1 gehdren zwei Werte i, = o (p) und g = g (p) mit
P(e) = P(uy ) = p; die beiden Werte liegen symmetrisch zu 4% . Daher gilt Ly (1) =Ly (g )
und die OC-Funktion ist somit gegeben durch

L{p)= L1 (p) = 0 1" a1

g

Aufgabe A:
Gegeben: p,,a und pg, 8
Gesucht: Priifplan (n,c) mit minimalem Stichprobenumfang n so, dass

L(py)=c« und L(pﬂ)gﬂ dh.mit  Lj(p,)=a und Ll(uﬁ)gﬁ.

L 6sung:
1° Bestimme p, :M(pa) und pg :,uﬁ(pﬁ).
Beachte: p, < Py = fo =t1e(Pa) < 15 =t (Ps)-
2° (n,c) sowahlen, dass
1) Ll(pa):a
2 Ly(ug)<s
Hinweis. Benltzen Sie dabei das Maple-Arbeitsblatt var _kont . mns.

Beachte: Im zweiseitigen Fall ist der Stichprobenumfang n abhangig von o (vgl. unten).
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Beispidl:
T, =200 To =220 c=3
p, =0.01 a=0.9
ps =0.08 3=0.1
Fir o =3 ist nach Tabelle1 p* =min p(x) = 0.000858 < p,, , und daher ist unsere Aufgabe |0sbar.
Wir finden mit Hilfe des Maple-Arbeitsblattes

var _kont. mas: Abb. 4: OC-Funktion L (1)
e = e (Py) = 206.980
g = ke (Pg) = 204.215,
und als Losung des (nicht-linearen) Gleichungssy-
stems Ly (po) = und Ly(uz) =B erhalten wir
N=nA=7.74 und c=C=1467.Fir n=8 er-
halten wir als Losung der (nicht-linearen) Glei- 0.4
chung Ly (x, )= den Wert ¢=1.460. Somit
gilt fur den gesuchten Prifplan n=8 und
c=1.460, und esist dann | | . |
Ly (11, ) = 0.900 000 = o 0200 205 210 u 215 220

1_

Ly (u)

0.2

Ly (15) = 0.092591< § = 0.1
(vgl. Abb. 4).

Die optimalen Priifplane zu unserem Beispiel flr verschiedenen Werte von o finden sichin Tabelle
2. Der grortmogliche Wert von o, fur den die Aufgabe noch l6sbar ist, ist gegeben durch

0 =0max = 3.88224, denn fur diesen Wert betrégt das Minimum der Funktion p()

p* =0.01= p, . Wahrend der Stichprobenumfang n bei den einseitigen Toleranzgrenzen unabhangig
ist von o, so besteht bei den zweiseitigen Toleranzgrenzen eine schwache Abhangigkeit des Stich-
probenumfangs von o, und seltsamerweise wird A und damit auch n kleiner mit wachsendem o!

Tab. 2: Optimale Prifplane (n,c) in Abhéngigkeit von o

o p* Lo I f ¢ n c Li(ke) | Lalug)
0.1 ~0 200.233 | 200.141 | 7.74 | 98.134| 8 |200.187| 0.9 | 0.092716
0.2 ~0 200.465 | 200.281 | 7.74 | 48.134| 8 |200.375| 0.9 | 0.092716
05 |0.275E-88| 201.163 | 200.703 | 7.74 | 18.134| 8 |200.937| 0.9 | 0.092591

1 |0.762E-23| 202.326 | 201.405 | 7.74 | 8134 | 8 |201.873| 0.9 | 0.092716

2 0.573E-6 | 204.653 | 202.810 | 7.74 | 3134 | 8 |203.747| 0.9 | 0.092716

3 0.000858 | 206.980 | 204.215 | 7.74 | 1.467 | 8 |205621| 0.9 | 0.092591
35 | 0.004275 | 208.192 | 204.918 | 751 | 0.984 | 8 |206.606| 0.9 | 0.086288
3.8 | 0.008499 | 209.194 | 205341 | 662 | 0.728 | 7 |207.426| 0.9 | 0.087042

385 | 0.009393 | 209.498 | 205.411 | 6.39 | 0.685 | 7 |207.613| 09 | 0.078813
387 | 0.009767 | 209.691 | 205.440 | 631 | 0.668 | 7 |207.696| 0.9 | 0.075436
3.88 | 0.009957 | 209.868 | 205.454 | 6.26 | 0.660 | 7 |207.733| 0.9 | 0.073754
3.882 | 0.009995 | 209.956 | 205.457 | 6.26 | 0.658 | 7 |207.741| 0.9 | 0.073419
3.8822 | 0.009999 | 209.981 | 205457 | 6.25 | 0.658 | 7 |207.742| 0.9 | 0.073385
3.88224 | 0.010000 | 209.994 | 205457 | 6.25 | 0.658 | 7 |207.742| 0.9 | 0.073378
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Aufgabe B: Symmetrische L6sung mit Produzentenrisiko gleich Konsumentenrisiko
Gegeben: p,,a und pg, 8
Gesucht: Prifplan (n,c) mit minimalem Stichprobenumfang n so, dass

L(py)<a, L(pﬁ)gﬁ und 1-L(p,)= L(pﬂ>

dh.mit Ly (s, )< a, Ly(pg)<B und 1-Ly (i, ) =Ly (pg).

L 6sung:
Besti n?me die optimaleL sung (n,c) zur Aufgabe A (mit Hilfevon var _kont . mas), und suche
durch Probieren (trial and error) den Wert von ¢, fur den Ly (1, ) =1—Ly(pg) ist.
Beispidl:
T, =200 To =220 oc=3
p, =0.01 a=0.9
psz =0.08 =01

Der optimale Priifplan zur Aufgabe A ist gegeben durch n=8 und ¢=1.460. Fir ¢ =1.46749 er-
halten wir 1-L(p, )= L(pg) = 0.096 243) .

4. Zweiseitige Losung durch Kombination der einseitigen Lésungen

Wir wollen hier eine Lésung zur zweiseitigen Fragestellung untersuchen, welche sich durch Kombi-
nation der beiden einseitigen L &sungen ergibt. Falls die Varianz o unbekannt ist, so wird sich die
analoge Losung a's niitzlich erweisen.

Gegeben: Obere und untere Toleranzgrenzen T, T, , sowie p,,« und P38

Gesucht: Priifplan (n,c) mit minimalem Stichprobenumfang n und mit

L(py)>a und L(pg)gﬁ dh.mit  Lyj(p,)>e und Ll(ug)gﬁ.

Einseitige Prufplane:
n Sticke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
X1,---, X unabhangig, je N(u,az);

c 1
X = (Xy+4 Xq) =~ N(u,az/n);
a) bei einseitiger unterer Toleranzgrenze T :

Los annehmen, falls X > ¢, .

b) bei einseitiger oberer Toleranzgrenze T, :
Los annehmen, falls X <, .

Zweiseitiger Prifplan:

Bei einem zweiseitigen Toleranzintervall T, T, erhalten wir durch Kombination der beiden einseiti-
gen Entscheidungsregeln die Vorschrift

(2) Losannehmen,fals ¢, < X < ¢, .
Der tatséchliche Ausschussanteil bei zweiseitigen Toleranzgrenzen ist gemal3 (1) gegeben durch
T, — To —
P(u)=P (X <T} + P, {X>To} = @[”—“]J@C[O—“]
g

g
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(vgl. Abbildung 3 und Tabelle 1), und als OC-Funktion zum kombinierten Prifplan erhalten wir
L4 () = P, {Loswird angenommen}

- P{ﬂ\/ﬁ <N(0,1) <Cr—_“\ﬁ} - @[Cr—_”\/ﬁ]—é[u\/ﬁ].
g g g g

Beispiel: T, =200 To =220

p, =0.01 a=0.9

ps =0.08 3=0.1
Die optimalen einseitigen Priifplane fir verschiedene Werte von o finden sich in Tabelle 3 und 4.
Aus Symmetriegriinden gilt ¢, + ¢, =T, + T, = 420. Ebenso betragt die Summe entsprechender 1, -
und pg -Wertein Tabelle 3 und 4 jeweils 420. Falls ¢, < ¢, , so kdnnen die einseitigen Plane gemal
der Entscheidungsregel (2) kombiniert werden zu einem zweiseitigen Prifplan. Flr
0 =5.33831= 05 ISt ¢, =C, =210, und daher kann unser Kombinationsverfahren nicht mehr
funktionieren fir o > o, ; der Ablehnbereich des Priifplans wére dann leer, und die OC-Funktion
waére identisch Null!

Weiter hat der minimale Ausschussanteil fir o = 3.88224 = o den Wert p* =0.01 (vgl. Tabelle 1),
und daher ist die Bedingung L(p,,) <« ohnelnhalt fir o > 0q; esexistiert dann kein Wert 1, mit
P(1, ) = o . Die Werte der OC-Funktion Ly(u) in den Punkten y, und p5 flr die kombinierten
Plane finden sich fir verschiedene Werte von o in Tabelle 5. Fir o > o existiert der Wert p,,
nicht, und daher geben wir dann in Tabelle 5 anstelle von Ly (y,) den Wert Ly (1*) mit
= %(Tu +T,) . Fir o <3 (etwa) hat die OC-Funktion zum zweiseitigen Prifplan praktisch die
gleichen Werte wie bel den beiden einseitigen Priifplanen. Fir Werte von o in der Nahe von
oo = 3.88224 erreicht die OC-Funktion Ly(x,) thr Maximum 0.953. Flr o = 4.29858 = o1 haben
wir bei den einseitigen Planen uf; = ), = 210, und daher hat die Giitefunktion im zweiseitigen Fall
hier den Wert Ly (1*) =1— 2= 0.8. Insgesamt stellen wir fest, dass der kombinierte Priifplan fur
0< o <oma keineder beiden Bedingungen L(p,) >« und L(pg) <3 verletzt; man beachte, dass
die erste Bedingung ohne Inhalt ist fir o > og.

Tab. 3: Linksseitige Toleranzgrenze T, = 200:
Optimale Prufplane (n,c,) in Abhéangigkeit von o

(1) @ | @ @ & | © %
o O T R T R TS e

0.1 200.233 | 200.141| 8 | 200.187 0.9 0.092 716

0.2 200.465 | 200.281 | 8 | 200.375 0.9 0.092 716

05 201.163 | 200.703| 8 | 200.937 0.9 0.092 716

1 202.326 | 201.405| 8 |201.873 0.9 0.092 716

2 204.653 | 202.810| 8 | 203.747 0.9 0.092 716

3 206.979 | 204.215| 8 | 205.620 0.9 0.092 716

4.29858 210 206.040 | 8 | 208.052 0.9 0.092 716

5 211.632 | 207.025| 8 | 209.366 0.9 0.092 716

5.33831 | 212.419 | 207501 | 8 210 0.9 0.092 716

10 223.263 | 214051 | 8 | 218.733 0.9 0.092 716

20 246.527 | 228.101 | 8 | 237.465 0.9 0.092 716
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Tab. 4. Rechtsseitige Toleranzgrenze T, = 220:
Optimale Prufplane (n,c,) in Abhéangigkeit von o

® 2 @ @ © | © (7)
o e mpo |0l a L) | L)

0.1 219.767 | 219.859 | 8 | 219.813 0.9 0.092 716

0.2 219535 | 219.719| 8 | 219.625 0.9 0.092 716

05 218.837 | 219.297 | 8 | 219.063 0.9 0.092 716

1 217.674 | 218595 | 8 | 218.127 0.9 0.092 716

2 215.347 | 217.190| 8 | 216.253 0.9 0.092 716

3 213.021 | 215.785| 8 | 214.380 0.9 0.092 716

4.29858 210 213960 | 8 |211.948 0.9 0.092 716

5 208.368 | 212.975| 8 | 210.634 0.9 0.092 716

5.33831 | 207.581 | 212499 | 8 210 0.9 0.092 716

10 196.737 | 204.949 | 8 | 201.267 0.9 0.092 716

20 173.4731191.899 | 8 | 182.535 0.9 0.092 716

Tab.5: Kombination der einseitigen Priifplane (n,c,) und (n,c, ) in Abhangigkeit von o

1) ) ©) ® | M| ® C) (10)
o p* Io, 0 n C La (11,) La(reg)

0.1 < 1E-100 | 200.233|200.141| 8 | 200.187 | 0.900 000 | 0.092 716
0.2 < 1E-100 | 200.465|200.281 | 8 | 200.375| 0.900000 | 0.092 716
0.5 0.275 E-88 | 201.163 | 200.703 | 8 | 200.937 | 0.900 000 | 0.092 716
0.762 E-23 | 202.326 | 201.405 | 8 | 201.873 | 0.900 000 | 0.092 716
0.573E-6 | 204.653 | 202.810 | 8 | 203.747 | 0.900 000 | 0.092 716
0.000858 | 206.980 | 204.215| 8 | 205.620 | 0.900 133 | 0.092 717
35 0.00427 | 208.192 | 204918 | 8 | 206.556 | 0.906 829 | 0.092 742
3.6 0.00547 | 208.470| 205.059| 8 |206.744 | 0.912 364 | 0.092 769
3.7 0.00688 | 208.787 | 205.200| 8 | 206.931 | 0.921451 | 0.092 816
3.8 0.00850 |209.194|205.341| 8 |207.118| 0.935821 | 0.092 897
og =3.88224 0.0100 210 205457 | 8 | 207.272 | 0.953098 | 0.093 001
39 0.0103 ex. nicht| 205.482 | 8 | 207.306 | 0.949 302* | 0.093 028
4 0.0124 ex. nicht| 205.625 | 8 | 207.493|0.923 724* | 0.093 232
o1 = 4.29858 0.0200 ex. nicht| 206.057 | 8 | 208.052 | 0.080 000* | 0.094 546
45 0.0263 ex. nicht| 206.360 | 8 | 208.430 |0.676 377* | 0.096 118
4.7 0.0334 ex. nicht| 206.677 | 8 | 208.804 | 0.528 214* | 0.096 985
5 0.0455 ex. nicht| 207.207 | 8 | 209.366 | 0.280 031* | 0.084 645
51 0.0499 ex. nicht| 207.406 | 8 | 209.554 | 0.195542* | 0.070 931
52 00545 ex. nicht| 207.622 | 8 | 209.741 |0.112 074* | 0.048 825
53 0.0592 ex. nicht| 207.861 | 8 | 209.928 | 0.030 552* | 0.015 935

O max=9-33831 0.0610 ex. nicht| 207.961 | 8 210 ~0* ~0

(*) Da p,, nicht existiert, berechnen wir hier den Wert Ly (x*) mit p* = %(Tu +Ty) = 210.
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Maple-Arbeitsblatt var _kont 0. mns:

> #
# Kl assi sche Vari abl enkontrolle: Quantitiatives Qualitatsmerkm
# mt Normalverteilung mt bekannter Varianz;
# hier: einseitige Tol eranzgrenzen sowi e zwei seitiger Fal

# al s Konbi nation der beiden einseitigen Falle
#

> restart;

> Digits: =20;

> Phi:=z->0.5+0.5*erf (z/sqrt(2.0));

> Phic:=z->0.5*erfc(z/sqrt(2.0));

> # Tol eranzgrenzen

> Tu: =200,

> To : = 220;

> signma: =3.0;

>

# einseitig, untere Tol eranzgrenze

p :=mu -> Phi((Tu-mu)/sigm);

# zweiseitig, untere und obere Tol eranzgrenze

p2 := mu -> Phi((Tu-mu)/sigma) + Phic((To-mu)/sigm);
pl ot (p(mu), nu=190. . 230) ;

\

> p_al pha: =0. 01;
> p_beta: =0. 08;
> al pha: =0. 9;
> pet a: =0. 10;
> z _1m np_al pha : = fsol ve(Phi (x)=1-p_al pha, x);
> z 1minp_beta : = fsol ve(Phi (x)=1-p_beta, x);
> z_al pha : = fsol ve(Phi (x)=al pha, x);
> z 1minbeta := z_al pha;
> # einseitig, untere Tol eranzgrenze
mul_al pha : = Tu+signma*z_1m np_al pha
> rmul_beta : = Tu+sigma*z_1m np_bet a;
> p(rmul_al pha);
> p(rmul_beta);
> plot (p2(mu), mu=200. . 220);
> p2(210.0);
> unassign('mu');
> p_al pha;
> mu2_al pha : = fsol ve(p2(mu)=p_al pha, nu=200. . 210) ;
> # mu2_al pha : = 210;
> mu2_beta : = fsol ve(p2(nu)=p_beta, nu=200. . 210);
> #unassign('sigm');

#sol ve( Tu+si gma*z_1m np_al pha=210, si gm) ;

p2(mu2_al pha);

p2(mu2_beta);

#

# OC- Funktion als Funktion von mu

# Annahneberei ch: X-quer >= ¢

#

> # einseitige OC Funtion

L1 :=my -> Phic(sqrt(n)*(c-ny)/sigm);

# Konbi nati on der bei den einseitigen OC- Funktionen

L12: =ny->Phi (sqrt(n)*(c_r-ny)/sigma) + Phic(sqrt(n)*(c_l-ny)/sigm)
unassign('n');

n :=((z_al phatz_1mi nbeta)/(z_1m np_al pha-z_1m np_beta))"2 ;
n: =8;

unassign('c');

vV V V

\

c := fsolve(sqgrt(n)*(c-nul_al pha)/sigma=-z_al pha,c);
c |l :=c;
c_r := Tu+To-c;

eval f (L1(nul_al pha));
eval f (L1(nul_beta));

eval f (L12(mu2_al pha));
eval f (L12(mu2_beta));

VVVVVVVVYVYVYVYV
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Maple-Arbeitsblatt var _kont . mas:

> #
# Kl assi sche Vari abl enkontroll e:
# Quantitiatives Qualitatsmerknal
# mt Normalverteilung nmit bekannter Varianz,
# zwei seitige Tol eranzgrenzen
#
restart;
#Di gi t s: =20;
Phi : =z->0. 5+0. 5*erf (z/sqrt(2.0));
Phi c: =z->0. 5*erfc(z/sqrt(2.0));
# Zwei seitige Tol eranzgrenzen
Tu: =200;
To: =220;
si gma: =0. 10;
p := mu -> Phi((Tu-mu)/signma)+Phic((To-nu)/sigm);
#pl ot (p(mu), mu=190. . 210, "p(ru) ", font =[ HELVETI CA, 12]);
pl ot (p(rmu), mu=190. . 230);

VVVVVVVVYVYV

> mu_stern := (Tu+To)/ 2;
> # p* = mn(p(nm)
p_stern:=p(mu_stern);
> p_al pha: =0. 01;
> p_bet a: =0. 08;
> al pha: =0. 9;
> beta: =0. 1;
> mu_al pha : = fsol ve(p(nu)=p_al pha, nu=210. . 250);
> p(nu_al pha);
> mu_beta : = fsol ve(p(mu)=p_beta, nu=210. . 250);
> p(nmu_beta);
> #
# OC- Funktion als Funktion von mu
# Annahnebereich: mu_stern - c*sigm < X-quer < nu_stern + c*sigma
#
> L1 :=mu -> Phi(sqrt(n)*(mu_stern-nu+c*si gma)/signa)-

Phi (sqgrt(n)*(nu_stern-mu-c*sigm)/sigm);
fsol ve({L1(nnu_al pha) =al pha, L1( mu_bet a) =bet a}, { c=60. . 120, n=7.. 10});
n:= 8§;
unassign('c');
c: =f sol ve(L1(nu_al pha) =al pha, c=90. . 120);
c_ | := mu_stern-c*sigmg,
eval f (L1(ru_al pha));
eval f (L1(mu_beta));
mu_al pha;
mu_bet a;
pl ot (L1( nu), nu=200. . 220);
eval f (L1(210));

VVVVVVVVYVYVYVYV
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7. Variablen-Kontrolle, Normalverteilung mit unbekannter Varianz

1. Vorbemerkung zur t-Verteilung

Definition der nichtzentralen t-Verteilung
X und Z seien unabhangige Zufallsgrofen, wobei Z ~N(0,1) und X ~ Xz(n) , d.h. Z besitzt eine stan-
dardisierte Normalverteilung und X eine Chiquadrat-V erteilung mit n Freiheitsgraden. Dann besitzt
die Zufallsgrofie

_Z+90

X/n

eine nichtzentrale t-Verteilung mit den Parametern (n,6) ; nist die Anzahl der Freiheitsgrade und ¢
ist der sogenannte Nichtzentralitétsparameter. Falls § = 0, so spricht man von der gewohnlichen
(zentralen) t-Verteilung. DieVerteiIungsfunktion der nichtzentralen t-Verteilung ist gegeben durch

F(t) = P{T<t} = o 2/2f g [ ]cp(y)dy,

I'(n

J2r ty
FC(t)= P{T>t}l = — Y= [y"1gC dy,
(t)=P{T>t} = (/Z)nz/zfy 4 ey
wobel wir mit & und ¢ die Verteilungsfunktion und die Dichtefunktion der standardisierten Nor-
malverteilung bezeichnen, und ®° =1—® die komplementére Verteilungsfunktion zu & . Der Beweis
der beiden Darstellungen findet sich im Anhang A2.

Esseien Xj,..., X, unabhéngige Zufallsgrofden je mit einer Normalverteilung N(u,az).Weitersei

xz%(x1+---+xn);

Dann gilt
Xl n -~ N(0J);
g
\2
(n-1s? & [xi—x] 2
—— = ~ x“(n-1);
. IZ; - (n-1)
_ X=1 fn
X—p o " .
-0 -~ t(n-2);
S v Slo (n=9)
. [)z—ﬂjLM—Mo]\/ﬁ
— g g . -
T“O\M = ¥ ~ t(n—16) mit 5:%\5, 1o € IR.

Dabel bezeichnet t(m) die (zentrale) t-Verteilung mit m Freiheitsgraden und t(m,$) die nicht-
zentrale t-Verteilung mit m Freiheitsgraden und mit Nichtzentralitétsparameter 6§ .
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2. Einseitiger Fall, untere Toleranzgrenze

X = Qualitatsmerkmal, X ~ N(x,02), o unbekannt;
T, untere Toleranzgrenze.

Ausschussanteil p= p(u,0)= R, {X <T,}.

Esqilt:
X—p Ty—n Ty—p).
p= p(ﬂ10) = F)(/L,U){X <Tu} = P(/L,U){ o < o } = (I)[T ;
Ty —n
= =Zn=—"7_
o p 1-p
= ,u:,u( ,O’) =Ty+oz
, T,
N ,u(p U) u_ 2,
g
Typischer Prfplan:
n Sticke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
Xq,..., X, unabhangig, je N(M,az);
c 1
K== (Xyt4 Xg) = N(u,az/n);
n
S2 = nilZ(xi - X )2 (erwartungstreue Schétzfunktion fir unbekannte Varianz 02);

X—T,

Los annehnen, falls Jn > ¢ (c= Annahmegrenze) .

OC-Funktion (Annahmewahrscheinlichkeit):
1) asFunktionvon pu:

Ll(M)ZP(u,a){LSTU\/ﬁ > c}:P{t(n—lé) > ¢} mit 5:M_T“\/ﬁ;

g

2) dsFunktionvon p:
Esgilt
M( pﬁ) —Ty
g
und somit erhalten wir

L(p):Ll(u(p,a)) - P{t(n—],é) > c} mit § = M(pZJ\/ﬁ = zl_p\/ﬁ.

Beachte:

Die OC-Funktion als Funktion von 4 ist abhangig von der unbekannten Standardabweichung o, die
OC-Funktion als Funktion von p hangt jedoch nur von p ab und ist unabhéngig vom unbekannten
Wert o ! Ferner ist die Funktion L(p) auch unabhangig von der Toleranzgrenze T, !

= Zl—p’
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Aufgabe:
Gegeben: p,,a und pg, 8
Gesucht: Prifplan (n,c) mit
L(py)=c« und L(pﬁ)gﬁ.
L Gsung:
1°  Waéhle Startwert fir n.
2° Berechne 6, =z_p \/n; besimmec so, dass L(p, ) = P{t(n-14,) > ¢} = a.
3° Berechne b = zl,pd\/ﬁ; berechne L(pﬁ) = P{t(n—], 55> > c};
fdls L(pﬁ) < B: nveklenern;
falls L(pﬁ) > (. nvergrof3ern;
dann zuriick zu 2°.

Auf diese Weise kann man den kleinsten Wert von n finden mit L(p, )=« und L(pg) <. Einen
sinnvollen Startwert fur n kann man finden mit Hilfe der folgenden Formeln (vgl. Anhang A3):

2
- 1 1.2 1,2 :
1) n= )2[Za\l1+§zlpu +Zlﬁ\ll+§zlpa] ’

Zl* P o Zli pd
im Speziafall o« =1— ¢ kann man die Formel vereinfachen zu

2
@ n=~ 4z,

Zl* Ps a Zli pd )

5 1+%(lew +le_,3)2]-

Beispidl:

T, =200

p, =0.01 a=0.9

ps =0.08 B8=0.1
Die Naherungsformel (2) liefert n~ 21.2, und mit Hilfe des Maple-Arbeitsblattes var _konl. mas
finden wir die folgenden Werte:

n c L(py) L(pﬁ)

10 5.422 0.9000 0.3084
20 8.348 0.9000 0.1206
21 8.598 0.9000 0.1097
22 8.841 0.9000 0.0998
25 9.542 0.9000 0.0750

Fur den gesuchten Prifplan gilt also n=22 und ¢c=28.841.
Fur die symmetrische Losung mit L(pg) =1—L(p,) gilt n=22 und c=28.8404; esist dann
L(p,)=0.9001 und L(psz)=0.0999.

Beim analogen Problem mit bekannter Varianz betragt der minimale Stichprobenumfang n=8 (un-
abhangig von o).
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3. Einseitiger Fall, obere Toleranzgrenze

X = Qualitatsmerkmal, X ~ N(x,02), o unbekannt;
T, obere Toleranzgrenze.

Ausschussanteil p=p(u,0)= R, {X>To}

Esqilt:
X—p _To—p e[ To—H].
p= p(ﬂ10) = F)(/L,U){X>TO} = P(u,a){ o > OU } =& [OT]y
To—n
= =z
o =p

= p=p(po) =To—0z_p
T. —
= (0] /,L(p,O’)

=z .

Typischer Prfplan:
n Sticke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
Xq,..., X, unabhangig, je N(M,az);
c 1
X :E(x1+...+xn) ~ N(M,az/n);
n
2= LZ(xi ~X )2 (erwartungstreue Schétzfunktion fiir unbekannte Varianz %) ;

T, — X

Los annehnen, falls Jn > ¢ (c= Annahmegrenze) .

OC-Funktion (Annahmewahrscheinlichkeit):
1) asFunktionvon pu:

'-1(“>:P(u,a){T°;X\/ﬁ = C}: P{t(n-16) > ¢} mit 5:%%;

2) dsFunktionvon p:
Esgilt
To_ﬂ(pﬂ)
g
und somit erhalten wir

L(p):Ll(u(p,a)) = P{t(n—],&) > c} mit § = TOL(p’U)\/ﬁ = zl_p\/ﬁ.

g

= Zl—p’

Beachte:

Die OC-Funktion als Funktion von 4 ist abhangig von der unbekannten Standardabweichung o, die
OC-Funktion a's Funktion von p hangt jedoch nur von p ab und ist unabhéangig vom unbekannten
Wert o ! Weiter ist die Funktion L(p) auch unabhangig von der Toleranzgrenze T, und sieist iden-
tisch zur entsprechenden OC-Funktion bei einer einseitigen unteren Toleranzgrenze. Der optimale
Prufplan (n,c) mit L(p,)=a und L(pg) <3 kann daher auf die gleiche Weise bestimmt werden
wieim Falle der unteren Toleranzgrenze.
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4. Zweiseitiger Fall, untere und obere Toleranzgrenze

X = Qualitatsmerkmal, X ~ N(x,02), o unbekannt;
Ty, Ty untere und obere Toleranzgrenze.

Ausschussanteil p=p(u,0)="P, , {X <Ty}+P,, {X>To}.

Esqilt:
p= p(ﬂ10) = u,a{X<TU}+Pu,J{X>T0}

X—p _Ty—p X—p _To—p
:PW{ < + P, >

g g g g

T R L B e R )

g g g g
wobe u*:%(Tu +T,) und d :%(TO —T,) - DieFunktion p(u,o) ist fur festes o eintalig, d.h.
—p(p,0) ist eingipflig, und sie ist symmetrisch beztiglich ;. :%(Tu +T,) . Das Minimum von

p(u,0) bei gegebenem oist p*(o)= p(4#,0); p* ist bei gegebenem T, und T, wachsendin o
(vgl. Abbildung 1 und Tabelle 1).

Abb. 1: Funktion p(u,o) fur T, =200, T, = 220,0 =10 Tabellel
‘ o p* (0)
1 0.762 E-23
0.8 2 0573 E-6
p(u.0) 3 0.000858
3.88224 0.01
0.6 4 0.0124
5 0.0455
6 0.0956
0.41 7 0.1513
: : : . 8 0.2113
180 200 ) 220 240 9 0.2665
10 0.3173

Typischer zweiseitiger Prifplan
Wir wollen uns Uberlegen, welche Gestalt ein sinnvoller zweiseitiger Priifplan haben sollte.

n Sticke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
X1,---, X unabhangig, je N(u,az);

)?:%(X1+---+Xn) ~ N(u,az/n);

n
§2=—L 5 (% - X
n—14
i=1
im Falle einer untere Toleranzgrenze T, :

X-T, cS

ﬁ ;

Los annehmen, falls Jn>c,dhfdls X > T, +
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im Falle einer obere Toleranzgrenze T,:

X nscdhfdls X < T,

R

Los annehmen, falls To

Wenn wir die beiden Vorschriften kombinieren, erhalten wir

cS - cS
3) Losannehmen,fals T,+—= < X < T, ——.
) ut ° " /n
Das kombinierte Verfahren kann nur zur Annahme filhren, wenn die untere Schranke kleiner ist as
die obere;

cS cS Jn
T,+—=<T,——, dh. S < —(T,-T,) = .
u /n 0 NG 20(0 u) Smax

OC-Funktion (Annahmewahrscheinlichkeit) des zweiseitigen Prifplans (3):

: . cS cS
1) asFunktionvon p:  Ly(u)= QMU){T +\/_<X<T }

Jn
Eine Annahme nur moglich, wenn die Bedingung B = {S < smax} eintritt, und somit kdnnen wir
schreiben
cS cS
L =P(B)xP T, +—=<X <Tg— Bt;
1(“) ( ) (u,a){ u \/’ \/ﬁ }

der zweite Faktor kann nun zerlegt werden in

F’(H,U){Tu ;<x To — \F }

“ X X T,
:P(/w){c< B}+P(/w){ S O Jn<—c B}.
Nun gilt zwar
XN fm - t(n-15) mit 5:“::“
X T,

Jn ~t(n-16) mit s=1"10
g

aber die beiden ZufallsgrofRen sind nicht unabhangig von der Bedingung B ={S < Sy} , und
somit ist die numerische Berechnung von (4) wohl nicht einfach. Die OC-Funktion Ly () héngt
also auch ab von der unbekannten Standardabweichung o , und die numerische Berechnung al's
Funktion von (u,0) scheint nicht einfach zu sein.

2) asFunktionvon p:

Die Funktion p(u,o) ist bei gegebenem o eintalig und symmetrisch beziiglich p* , und das Mi-
nimum ist gegeben durch p*(o) = p(u*,o) (vgl. Abb. 1 und Tab. 1). Daher gehtren zu jedem
Wert von p mit p*(o) < p<1 zwei Werte pp = p,(p,o) und g = g (p,o) mit

P(ry) = P(iy ) = p; die beiden Werte liegen symmetrisch zu p* . Esgilt Ly (s, )= Ly (44 ), und
somit kénnen wir schreiben L(p)= Ly ( (p,o)). Auch die Funktion L(p) héngt ab von der
unbekannten Standardabweichung o , sieist nur definiert fir p*(o) < p <1, und ihre numeri-
sche Berechnung a's Funktion von (p,o) scheint ebenfalls nicht einfach zu sein. Wir werden
daher die OC-Funktion in unserem Beispiel durch Simulation bestimmen.
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Aufgabe
Gegeben: Zweiseitige Toleranzgrenzen T, T, , sowie p,,a und pg, 5.
Gesucht: Prifplan (n,c) mit minimalem Stichprobenumfang n so, dass

L(py)>a und L( pﬁ) <B dhmit Lj(g,)>a und Ll(,uﬁ) <g.
Losung: Die beiden einseitigen Probleme bei unbekannter Standardabweichung konnten wir uneinge-
schrankt |6sen; bel gegebenen Punkten (p,,«) und (pg,5) existiert ein Prifplan (n,c) so, dassfir
beide einseitigen OC-Kurven gilt: L(p, )=« und L(pg) <3 . Wir kombinieren nun die beiden ein-
seitigen L ésungen zu einem zweiseitigen Prifplan
s s
Jn Jn'
zusdtzlich stellen wir die Forderung: Los ablehnen, falls S> s, wobei der kritische Wert sy
durch Probieren (trial und error) zu bestimmen ist.

(5) Losannehmen, fdls T,+-—= < X < T, —

Beispiel
T, =200 To =220
p, =0.01 a=0.9
ps =0.08 3=0.1
Fur die beiden einseitigen Probleme haben wir die Lésung (n, ¢) = (22, 8.841) gefunden (unabhangig
von o), und damit ergibt sich
J22

Jn _
Smax = 2c(T°_ u) = 2% 8.841

Wir wollen nun zunéchst den zweiseitigen Priifplan (5) untersuchen ohne Zusatzforderung; wir
machten wissen, wie sich die Werte L(p,) und L(pg) verhalten als Funktion von o . Wir wollen
diese Werte schatzen mit einer Simulationsstudie. Die Studie fihren wir durch mit Minitab (Version
14), und die Ergebnisse finden sich in Tabelle 2.

(220—200) = 5.305.

Smulationsstudie mit Minitab (Ergebnissein Tabelle 2)
1. Setze 123 as Startwert des Zufallszahlengenerators.

2. Erzeugein den Spalten ¢;,...,Cx» je M =10000 Zufallszahlen gemass N(y,o) , wobei
=, = 204.654 und o = 2. Nun enthélt jededer M Zeilen eine Zufallsstichprobe aus einer
Normalverteilung N(u,0) vom Umfang n=22.

3. Berechnefur jede der M Stichproben das arithmetische Mittel % und die Standardabweichung
5 (i=1...,M).
4. Berechne zu jeder Stichprobe die Schranken
¢s G5
Uy=T,+—= und o =Ty ——.
=T G =1lo NG
5. Bestimmedie Anzahl der Stichproben mit u; > o; (untere Schranke gréf3er als obere Schranke).
Die Haufigkeit betragt 0, und sie findet sich in Spalte (4), Zeile 1.
6. Bestimmedie Anzahl der Stichproben mit u; <% < o ; bei diesen Stichproben wird das Los
angenommen. Die Haufigkeit betrégt 8966, und sie findet sich in Spalte (5), Zeile 1.

Analog werden die Ubrigen Eintrdge in den Spalten (4) und (5) sowie (7) und (8) von Tabelle 2 be-
stimmt.
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Minitab-Befehle zur Smulationsstudie

Base 123.
Random 10000 c21-c42;
Nor mal 202.326 1.

RMean C21-C42 cl. # berechnet xiquer
RSt Dev C21-C42 c2. # berechnet si

let k1 = 8.841

let ¢c3 = 200+k1*c2/sqrt(22) # berechnet ui

let c4 = 220-kl*c2/sqrt(22) # berechnet oi

let ¢c5 = c4-c3

Code (-100:0) O (0:100) 1 c5 cé6 # ui < oi?

let ¢c7 = c4-cl

let ¢c8 = cl-c3

Code (-100:0) O (0:100) 1 «c7 c9 # xiquer < oi?

Code (-100:0) O (0:100) 1 <c8 clo0 # xiquer > ui?

et c11l = c9*c10 # ui < xiquer < 0i?
tally ¢c6 ¢c9 cl10 cll

# Code (0:4.6) 1 (4.6:100) O c2 cl2 #

# let cl3 = cll*cl2

# tally c6 c9 c10 c11 c12 c13

Si < 4.67

Aufgrund der Haufigkeiten in Tabelle 2 konnen wir die Werte L(p,) und L(pg) der OC-Funktion
schétzen. Man beachte, dass die Werte 4, und 1z in den Spalten (3) und (6) so bestimmt sind, dass
Ho g < p* =210 und dass der Ausschussanteil p(x,,0) = p, und p(ug,o) = ps betragt. Fur
o=1und p, =202.326 betragt also der Ausschussanteil p(u,,,o)= p, = 0.01, undin der Simula-
tion wird das Losin diesem Fall in 8963 Féllen angenommen; daher ist L(p, )~ 8963/M = 0.8963.
Fir die Schétzwerte p=k/M finden wir im unginstigsten Fall b:% das folgende K onfidenzinter-
vall zum Sicherheitsgrad von 95%:

. / pA-p . / 1 "
4+ — 2 = p£+196,— ~ p+£0.010.
PxZyg5 M p M p

Die Tabelle zeigt nun, dass beim kombinierten Verfahren der Wert der OC-Funktion im relevanten
Bereich 0< o <o niesignifikant kleiner ist als o= 0.9; der Produzent wird also gegen diesen
Prufplan keine Einwande erheben. Andererseitswird fur o1 =5.71204 und 43 = 210 dasLosin
1929 Fallen angenommen, und damit betragt der Wert L(pg) in diesem unglnstigsten Fall etwa
0.2= 243 ; der Produzent fahrt seine Produktion mit 8% Ausschuss, und der Konsument nimmt die
Lose an mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 20%. Der Konsument wird daher mit dieser Lésung
nicht zufrieden sein, da sein vorgegebenes Konsumentenrisiko von 10% deutlich Gberschritten wird.
Eine einfache Zusatzbedingung kann diesen Mangel weitgehend beheben.

In Tabelle 3a betrachten wir den zweiseitigen Prifplan (5) mit der zusétzlichen Forderung:

Los ablehnen, falls S> sy =4.6.
Eine solche Forderung ist naturlich, denn falls die Standardabweichung o > 07 =5.71204 ist, soist
der minimale Ausschussanteil p* > 0.08= pg; eine grof3e empirische Standardabweichung Sist also
ein Hinweis auf eine moglicherweise zu schlecht eingestellte Produktion. In Tabelle 3asind nun die
Ergebnisse der Simulationsstudie zu finden fir den erweiterten zweiseitigen Prifplan
C—\/% < X < TO_CTi und falls S< syi; =4.6.
Die Tabelle wurde auf ganz analoge Weise berechnet wie Tabelle 2. Sie zeigt, dassjetzt L(p,) im
relevanten Bereich 0 <o <o =3.88224 niesignifikant kleiner ist als o= 0.9, und dass L(pg) im

(6) Losannehmen, falls T, +
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relevanten Bereich 0 < o < 0y =5.71204 nie signifikant groler ist als 5 =0.1. Fir o =4 z.B. be-
tragt der minimale Ausschussanteil p* = p(p*,0) =0.0124> p,,, und in diesem Fall wird ein Los
nur in 8445 Fallen angenommen, woruber sich der Produzent nicht beklagen kann, daja p* > p,, . Fir
o > o1 =5.71204 gilt flr den minimalen Ausschussanteil p* = p(x*,0) >0.08= pg, und der Kon-
sument wird sich auch nicht beklagen, denn die Annahmewahrscheinlichkeit sinkt sehr schnell gegen
Null.

Tabelle 3b entspricht der Tabelle 3a, nur ist hier der kritische Wert sy = 4.6 von Tabelle 3a ersetzt
durch den Wert sy = 4.7.. Dies erhoht die Annahmewahrscheinlichkeiten L(p,) vor allemin der
Nahe von o, und die Werte L(pg) vor alemin der Néhe von o, . Die Wahrscheinlichkeiten L(p3)
betragen jetzt im unguinstigsten Fall etwa 0.12> 3 = 0.1, und somit wird der Konsument den Prif-
plan von Tabelle 4a vorziehen.

Tabelle 2: Zweiseitiger Prifplan (5) mit n= 22, ¢=8.841 (ohne Zusatzforderung)

D 2 () 4 ©) (6) @ ®
o p* o U >0 |Losann. % U =G | Losann.
1 0.762 E-23 | 202.326 0 8963 | 201.405 0 1020
2 0.573 E-6 | 204.653 0 8966 | 202.810 0 1020
3 0.000858 | 206.980 0 8969 | 204.215 0 1020
35 0.00427 | 208.192 9 9031 | 204.918 9 1021
36 0.00547 | 208.470 | 15 9080 | 205.059 | 15 1022
37 0.00688 | 208.787 | 38 9183 | 205200 | 38 1023
38 0.00850 | 209.194 | 68 9304 | 205.341| 68 1024
09=23.88224 | 0.0100 210 109 9540 | 205457 | 109 1024
39 0.0103 |ex.nicht| 118 | 9498* | 205482 | 118 1024
4 0.0124 |ex.nicht| 183* | 9270 | 205625 | 183 1027
41 0.0147 |ex.nicht| 287 | 8977* | 205768 | 287 1028
45 0.0263 | ex.nicht | 1095 | 7367+ | 206.360 | 1095 1072
5 0.0455 | ex.nicht | 3028* | 4786* | 207.207 | 3028 1221
55 0.0690 | ex.nicht | 5419* | 2587+ | 208.456 | 5419 1638
5.6 0.0741 | ex.nicht | 5858* | 2242* | 208.874 | 5858 1771
5.7 0.0794 | ex.nicht | 6306* | 1951* | 209.629 | 6306 1906
0,=5.71204 | 0.0800 |ex.nicht| 6356* | 1929 210 6356 1929
5.8 0.0847 | ex.nicht| 6714* | 1698* |ex.nicht| wie(4) | wie(5)
6 0.0956 | ex.nicht| 7357* | 1270* |ex.nicht| wie(4) | wie(5)
7 0.1531 | ex.nicht| 9350* | 208* |ex.nicht| wie(4) | wie(5)
8 0.2113 | ex. nicht | 9864* 36* | ex.nicht | wie(4) | wie(5)
9 0.2665 | ex. nicht | 9972* 6* |ex.nicht| wie(4) | wie(5)
10 0.3173 | ex. nicht | 9998* 0* | ex. nicht| wie(4) | wie(5)
(*) Da y,, nicht existiert, wird die Simulation hier mit ;* =1 (T, +To) = 210 durchgefhrt.
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Tabelle3a: Zweiseitiger Prifplan (6) mit n=22, c=8.841, s,ii =4.6

(1) (2 (©) (4) ) (6) (7) (8
o p* He $> Snax | Losann. 7% S>> Smax | Losann.
1 0.762 E-23 | 202.326 0 8963 201.405 0 1020
2 0.573 E-6 | 204.653 0 8966 202.810 0 1020
3 0.000858 | 206.980 4 8969 204.215 4 1020
35 0.00427 | 208.192 219 9001 204.918 219 1021
3.6 0.00547 | 208.470 356 9010 205.059 356 1022
3.7 0.00688 | 208.787 551 9007 205.200 551 1023
3.8 0.00850 | 209.194 789 8943 205.341 789 1024

09 =3.88224 | 0.0100 210 1034 8902 | 205.457 | 1034 1024

39 0.0103 | ex.nicht | 1091* 8840* | 205.482 | 1091 1024
4 0.0124 | ex.nicht | 1454* 8445* | 205.625 | 1454 1027
4.1 0.0147 | ex.nicht | 1856* 8009* | 205.768 | 1856 1028
45 0.0263 | ex. nicht | 3907* 5858* | 206.360 | 3907 1062
5 0.0455 | ex. nicht | 6587* 3183* | 207.207 | 6587 1110
55 0.0690 | ex.nicht | 8313* 1492* | 208.456 | 8313 1082
5.6 0.0741 | ex.nicht | 8558* 1240* | 208.874 | 8558 1068
5.7 0.0794 | ex.nicht | 8759* 1065* | 209.629 | 8759 1056
01 =5.71204 | 0.0800 | ex.nicht| 8787* 1046* 210 8787 1046
5.8 0.0847 | ex. nicht| 8970* 891* | ex.nicht| wie(4) | wie(5)
6 0.0956 | ex. nicht | 9264* 632* | ex.nicht | wie(4) | wie(5)
7 0.1531 | ex. nicht| 9876* 92** | ex.nicht | wie(4) | wie(5)
8 0.2113 | ex. nicht | 9981* 17* ex. nicht | wie(4) | wie(b)
9 0.2665 | ex. nicht | 9999* o* ex. nicht | wie(4) | wie(b)
10 0.3173 | ex. nicht | 9999* o* ex. nicht | wie(4) | wie(b)
(*) Da p,, nicht existiert, wird die Simulation hier mit p* = %(Tu +Tp) = 210 durchgefihrt.
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Tabelle 3b: Zweiseitiger Prifplan (6) mit n=22, c=8.841, syj; =4.7
(1) ) ©) (4) 5) (6) (7) (8)
o p* He $> Snax | Losann. 7% S>> Smax | Losann.
1 0.762 E-23| 202.326 0 8963 | 201.405 0 1020
2 0.573 E—6 | 204.653 0 8966 | 202.810 0 1020
3 0.000858 | 206.980 1 8969 | 204.215 1 1020
35 0.00427 | 208.192 148 9019 | 204.918 148 1021
3.6 0.00547 | 208.470 241 9048 | 205.059 241 1022
3.7 0.00688 | 208.787 387 9089 | 205.200 387 1023
3.8 0.00850 | 209.194 593 9081 | 205.341 593 1024
09 =3.88224 | 0.0100 210 788 9119 | 205.457 788 1024
39 0.0103 | ex.nicht | 843* 9054* | 205.482 843 1024
4 0.0124 | ex.nicht | 1140* 8716* | 205.625 | 1140 1027
4.1 0.0147 | ex.nicht | 1508* 8300* | 205.768 | 1508 1028
45 0.0263 | ex.nicht | 3388* 6273* | 206.360 | 3388 1068
5 0.0455 | ex. nicht | 6052* 3592* | 207.207 | 6052 1153
55 0.0690 | ex.nicht | 7988* 1720* | 208.456 | 7988 1204
5.6 0.0741 | ex.nicht | 8269* 1441* | 208.874 | 8269 1214
5.7 0.0794 | ex.nicht | 8513* 1226* | 209.629 | 8513 1216
01 =5.71204 | 0.0800 | ex.nicht| 8538* 1204* 210 8538 1204
5.8 0.0847 | ex. nicht| 8706* 1053* | ex. nicht | wie(4) | wie(5)
6 0.0956 | ex. nicht | 9097* 750* | ex.nicht | wie(4) | wie(5)
7 0.1531 | ex. nicht | 9844* 115 | ex. nicht | wie(4) | wie(5)
8 0.2113 | ex. nicht | 9973* 22* ex. nicht | wie(4) | wie(b)
9 0.2665 | ex. nicht | 9998* o* ex. nicht | wie(4) | wie(b)
10 0.3173 | ex. nicht | 9999* o* ex. nicht | wie(4) | wie(b)
(*) Da p,, nicht existiert, wird die Simulation hier mit p* == (T, + Tg) = 210 durchgefihrt.

Maple-Arbeitsblatt var _kont 1. mns:

> #

Kl assi sche Vari abl enkontrol | e:
Quantitatives Qualitéatsmerkmal

ei nseitige Tol eranzgrenzen mt nichtzentraler t-Verteilung;

hi er:

H*

VVVYVYVYVYV

restart;
Phi:=z->1/2+(1/2)*erf(z/sqrt(2));
Phic:=z->(1/2)*erfc(z/sqrt(2));
phi:=z->exp(-z*z/2)/sqrt(2*Pi);
Phi (z) +Phi c(z);
sinplify(9;

#

untere Tol eranzgrenze

# Nicht-zentrale t-Verteil ung

#

\

prob_t

> # probc_t

Pr{T<t}

const:=sqrt(2*Pi )/ GAMVA(n/ 2)/2"((n-2)/2);
> # prob_t

#
#
# mt Normalverteilung mt unbekannter Varianz;
#
#

71

const*Int(s”(n-1)*Phi (s*t/sqrt(n)-delta)*phi(s),s=0..infinity);

= Pr{T>t}

probc_t:=const*Int(s™(n-1)*Phic(s*t/sqgrt(n)-delta)*phi(s),s=0..infinity);
> #prob_t +probc_t;
> #sinplify(9;
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L1(delta) = OC Funktion als Funktion von delta bei gegebenemc
L2(c) = OC Funktion als Funktion von c bei gegebenemdelta

> #
# Variabl enprifung nmt unbekannter Varianz
#
> #
# OC- Funkti on:
# L(p) = Pr{t(n-1,delta) > c}, wobei delta = sqrt(n)*z_1m np
#
#
#

> unassign('n');
nl :=n-1;

> const:=sqrt(2*Pi )/ GAMMA(nl/2)/2”((nl-2)/2);

> L1 :=delta -> const*Int(s*(nl-1)*Phic(s*c/sqrt(nl)-delta)
*phi (s),s=0..infinity);

> L2 :=c¢ -> const*Int(s™(nl-1)*Phic(s*c/sqgrt(nl)-delta)
*phi (s),s=0..infinity);

> p_al pha := 0.01;

> p_beta := 0.08;

> # z_1m np_al pha = oberes p_al pha-Quantil von NO, 1)
z_1m np_al pha : = sol ve(Phic(z)=p_al pha, z);

> # z_1m np_beta = oberes p_beta-Quantil von NO, 1)
z_1minp_beta := solve(Phic(z)=p_beta, z);

> alpha :=0.9;

> beta := 0.1;

> z_al pha : = sol ve(Phi (x) =al pha, x) ;

> z_1mi nbeta : = sol ve(Phic(x)=beta, x);

> # Naherungsformel fur n

> nl := (z_al pha*sqrt (1+0.5*z_1ni np_al pha"2)
+z_1m nbeta*sqrt (1+0.5*z_1m np_betan2)) "2/ (z_1m np_al pha-z_1m np_bet a) *2;

> # Im Spezialfall al pha = 1-beta:

n2 := z_al pha*2*(4+z_1mi np_al pha*2+z_1ni np_bet a"2)
/(z_1m np_al pha-z_1m np_beta) "2
> # Fornel von Strinmmer im Spezialfal
n3 : = 4*z_al pha2*(1+(z_1m np_al pha+z_1mi np_bet a) 2/ 8)
/[ (z_1m np_al pha-z_1m np_beta) "2

> # Startwert far n wahl en:
n:=22;
> nl .= n-1;
> delta_al pha := z_1m np_al pha*sqgrt(n);
> delta_beta = z_ 1m np_beta*sqgrt(n);
> # Ziel: ¢ so wadhl en, dass L(p_al pha) = al pha
# d.h. L2(c) = al pha, wobei delta = delta_al pha
> delta : = delta_al pha;
> eval f(L2(8));
> unassign('c');
> c: =fsol ve(L2(c)=al pha, c=8..9);
> # Berechnung von L(p_al pha)
eval f (L2(c));
> # Berechnung von L(p_beta)
delta : = delta beta;
> eval f(L2(c));
> # Symmetrische Lésung mit L(p_beta) = 1-L(p_al pha)
> c = 8. 84,
> eval f (L1(del ta_al pha));
> 1-%
> eval f(L1(delta_beta));
> unassign('c');
> ¢ := fsolve(1l-L1(delta_al pha)=L1(delta_beta), c=8.84..8.85);
> # Berechnung von L(p_al pha)
eval f (L1(delta_al pha));
> # Berechnung von 1-L(p_al pha)

1-%
> # Berechnung von L(p_beta)
eval f (L1(delta _beta));
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8. Variablenkontrolle, verteilungsfreies Verfahren

In den Kapiteln 6 und 7 haben wir uns mit der Variablenkontrolle fir Qualitétsmerkmal e befasst, wel-
che normalverteilt sind mit bekannter oder unbekannter Standardabweichung. In diesem Kapitel be-
schéftigen wir uns mit der Variablenkontrolle ohne eine spezielle Verteilungsannahme (verteilungs-
frei).

1. Einseitiger Fall

X = Qualitdtsmerkmal mit beliebiger, unbekannter Verteilungsfunktion F;
T, untere Toleranzgrenze.
Ausschussanteil py, = p(T,, F)=PF {X <T,}.

Typischer Prifplan:
n Stiicke zufédlig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
X1,-.., X, unabhangig, je mit Verteilungsfunktion F;
Ny =#{i|X; <T,} = Anzahl der defekten Stiicke;
Ny ~ Bi(n py);
Los annehmen, falls N, <c (c= Annahmegrenze) .
Dieser Prufplan ist aquivalent zu einem einfachen Prifplan (n,c) fur ein qualitatives Qualitétsmerk-
mal (vgl. Kapitel 2, einfacher Prifplan mit Zurticklegen). In der randomisierten Form (n,c,6) lautet
die Entscheidungsregel:
fdls Ny, <c: Losannehmen
Los annehmen mit Wahrscheinlichkeit 1— 6
Los ablehnen mit Wahrscheinlichkeit 6
fdls N, >c: Losablehnen.

fals N, =c: {

Die OC-Funktion zu diesem Priifplan lautet

L(py)=P{Ny <c}+(1-6)P{N, =c}.
Dadie Verteilung der Zufallsvariablen N, nur vom Parameter p,, abhangt, ist die OC-Funktion
L(py) ist nur abhéngig vom Ausschussanteil p,; sieist unabhéngig von der Toleranzgrenze T, und
der unbekannten Verteilungsfunktion F.

Aufgabe:
Gegeben: p,,a und pg, 8
Gesucht:
A) Prifplan (n,c,5) mit minimalem Stichprobenumfang n und mit
L(py)=c« und L(p@)gﬂ.
B) Prifplan (n,c,d) mit minimalem Stichprobenumfang n und mit
L(pa)> e, L(ps)<8 und 1-L(p,)="L(ps).
Im Fall B wird die symmetrische L dsung mit Produzentenrisiko = Konsumentenrisiko gesucht. Beide

Aufgaben A und B kénnen gel dst werden mit Hilfe des Arbeitsblattesei n_ppbi . mas
(vgl. Kapitel 2).
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Beispiel:
p, =0.01 a=0.9
pz =0.08 6=0.1

Dann gilt:

ir?1 Fal A: n=47, c=1, §=0.066018, und damit L(p,)=0.900000, L(pz)=0.095679;

imFal B: n=47, c=1 6=0.054563, und damit L(p,)=0.903391, L(pg)=0.096609.
Bel normalverteiltem Qualitétsmerkmal betragen die minimalen Stichprobenumfange zur Losung der
Aufgaben A und B

bei bekannter Standardabweichung o : n =38 (unabhéngig von o );

bei unbekannter Standardabweichung o: n=22 (unabhéngig von o)
(val. Kapitel 6 und 7). Der Preis fir die verteilungsfreie Variante schlagt sich nieder im vergréfRerten
Stichprobenumfang (47 anstelle von 22 bzw. 8). Fir diesen Preis erhalten wir erhdhte Sicherheit
(verteilungsfrei anstelle von Normal verteilungsannahme) und ein einfacheres Prifverfahren (N,
anstellevon X und ).

Bei einer einseitigen oberen Toleranzgrenze T, ist
Po = P(To.F) =P {X >T,} = Ausschussanteil ;
No =#{i|X; >T,} = Anzahl der defekten Stiicke;
Ny ~ Bi(n, po).
Wir erhalten die gleichen Lésungen zu unseren Aufgaben A und B wie bei einer einseitigen unteren

Toleranzgrenze, daja die OC-Funktion nur vom Ausschussanteil abhangt und unabhangig ist von der
Toleranzgrenze.

2. Zweiseitiger Fall

X = Qualitdtsmerkmal mit beliebiger, unbekannter Verteilungsfunktion F;
Ty, Ty untere und obere Toleranzgrenze.
Ausschussanteil p= p(T,,To,F)=py+ Po =R {X <Ty}+ B {X>T,}.

Typischer Prifplan:
n Stiicke zufélig auswahlen und jeweils Qualitétsmerkmal messen;
Xq,..., X, unabhangig, je mit Verteilungsfunktion F;
Ny, = #{i | Xi <Ty } = Anzahl der defekten Stiicke, welche untere Toleranzgrenze verletzen;
No =#{i|X; >To} = Anzahl der defekten Stiicke, welche obere Toleranzgrenze verletzen;
N =N, + N, ~ Bi(n,p), wobel p=p,+ py;
Los annehmen, falls N <c (c= Annahmegrenze).
Dieser Prifplan ist wiederum aquivalent zu einem einfachen Prifplan (n,c) fur ein qualitatives Qua-
litétsmerkmal (vgl. Kapitel 2, einfacher Prufplan mit Zurticklegen). In der randomisierten Form
(n,c,6) lautet die Entscheidungsregel:
fadls N<c: Los annehmen
Los annehmen mit Wahrscheinlichkeit 1— 6
Los ablehnen mit Wahrscheinlichkeit §
fals N>c: Los ablehnen.

fdls N=c: {
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Die OC-Funktion zu diesem Priifplan lautet

L(p)=P{N <c}+(1-6)P{N=c}.
Die OC-Funktion L(p) ist nur abhangig vom Ausschussanteil p= p, + p,; Sieist unabhangig von
den Toleranzgrenzem T, T, und der unbekannten V erteilungsfunktion F.

Aufgabe:
Gegeben: p,,a und pg, 8
Gesucht:
A) Prifplan (n,c,5) mit minimalem Stichprobenumfang n und mit
L(py)=c« und L(p@)gﬂ.
B) Prifplan (n,c,d) mit minimalem Stichprobenumfang n und mit
L(pa)>e, L(ps)<8 und 1-L(p,)="L(ps).
Im Fall B wird die symmetrische L dsung mit Produzentenrisiko = Konsumentenrisiko gesucht. Beide
Aufgaben A und B kénnen gel dst werden mit Hilfe des Arbeitsblattes ei n_ppbi . mas
(vgl. Kapitel 2). Die Losungen sind identisch zu den einseitigen Ldsungen im vorangehenden Ab-
schnitt.
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9. Qualitatsregelkarten

Bisher:
Abnahme- und Eingangsprufung;
erfullt ein Los mit N Einheiten die vereinbarten Qualitatsanforderungen?
Attributenkontrolle; qualitatives Merkmal, zahlende Prifung;
Variablenkontrolle: quantitatives Merkmal, messende Priifung;
Prifplane mit erwiinschter OC-Kurve (meist zwel Punkte vorgegeben).

Jetzt:
Laufende Kontrolle bei der Produktion;
werden Sollwerte eingehalten (z.B. Kolbendurchmesser)?
Produktion von Ausschuss moglichst vermeiden;
Attributenkontrolle; qualitatives Merkmal;
Variablenkontrolle: quantitatives Merkmal;
breites Spektrum von statistischen Testverfahren zum Einstichproben-Problem.

Qualitatsregelkarten, friiher: Kontrollkarten (engl.: control cards, control = steuern, regeln):
dienen der Uberwachung der laufenden Produktion;
sollen fruhzeitig Alarm schlagen, wenn die Sollwerte nicht mehr eingehalten werden,
d.h. wenn der Produktionsprozess ausser Kontrolle (out of control) ist.

1. Hilfssatze

a  Xy,..., X, unabhangige ZufallsgroRen je mit N(u,02) Tabellel
1 n
_ 1 . _ — n Tn
X _E(X1+---+Xn)_ arithmetisches Mittel; > | 1252
1 Ad 9 N _ 3 1.128
Sz:n_—l. (X = X)” = empirische Varianz, 4 | 1085
~ =1 5 | 1.064
E(X)=x und E(Sz)zaz; - :
| F(%) 00 1
E(S):’}/nO' mit Y= 2 (VgITabellel),

Sl

E(S/v,)=0,dh. S/, isteinewartungstreuer Schétzer fiir o (1/~, = unbiasing constant).

b) Z,...,Z, unabhangige ZufallsgrolRen je mit N(0,1);

_ 1 ' _ ' Tabelle2
z :F(zl+---+zn) = arithmetisches Mittel; - c.
Z=27e(Zy,+,Zy)= Zentrawert; 1 1
5 3 1.346

= 1 = G Var(Z)
Var(Z)==, Var(Z)=-—"2 ——"=Cp;

(2) n (@) n Var(z) " ? 133‘31
c, ist eine MaRzahl fiir die relative Effizienz der beiden Schétzer Z : B}
und Z; fir n— oo gilt: ¢, — n/2=1.571; OO 1571

die Werte ¢, (vgl. Tabelle 2) kdnnen mit Maple berechnet werden
(val. Anhang A4).
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¢ Z,...,Z, unabhangige ZufallsgroRen je mit N(0,1); Tabdle3
R=Z) —Zy = Spannweite (range); 1 0

E(Z(n)) = a, (Normawert, normal score); 2 | 05642

E(Zqp) =—an; 3 | 08463

)~ "5 4 1.0294

SR = 280 5 1.1630

die Werte a,, (vgl. Tabelle 3) kénnen mit Maple berechnet werden 6 1.2672

(val. Anhang A5). 10 | 15388

100 | 2.5076

2. Bestimmung der Sollwerte

Laufende Produktion eines Werkstticks (z.B. Kolben fur einen Automotor);

X = Qualitdtsmerkmal (z.B. Kolbendurchmesser);

Annahme: X ~ N(M,az);

Produktionsprozess ist unter Kontrolle, falls in jedem Produktionsschritt nur unvermeidbare, zuféllige
Schwankungen auftreten.

Zigl:

Schétzung der Parameter 1,0 bel einem Produktionsprozess, der unter Kontrolleist;

diese Schiatzungen dienen dann al's Sollwerte bei der weiteren Uberwachung des Produktionsprozesses
mit Qualitatsregelkarten.

Wir nehmen jetzt an, dass wir einen stabilen Vorlauf haben, bei dem der Prozess unter Kontrolleist,
und wir wollen die Parameter 1,0 (Sollwerte) schatzen.

Bestimmung der Sollwerte im Vorlauf:

X ~ N(u,az) , Xist das Qualitatsmerkmal;

wir wahlen aus der laufenden Produktion k Stichproben je mit Umfang m:

Xj = Beobachtung (Messwert) Nr. j in Stichprobei, i =1,...,k, j=1,...,m;
Xij = zugehdrige ZufallsgrofZen;

Ubliche Werte: m=4,5, k=20, 25;

Tabelle4
St.pr.Nr. Messwerte X S %; fi
1 X115 X025+ XIm il S X rn
2 X21:X92,- -1 Xom Xo S X2 ro
k X1 X210+ 40 Xkm X S X fk
Dabel ist

X :%(XilJr---joim): arithmetisches Mittel in Stichprobe i;

m
512 ZLZ(X” —% )2 = (empirische) Varianz in Stichprobei;
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§ = \/STZ = (empirische) Standardabweichung in Stichprobei;
% = Z€(%1,%2,....Xim) = Zentralwert in Stichprobei;
i = maX (Xq,---, Xim) — MiN(X,...,%m) = Spannweite (range) in Stichprobei.
Esqilt:
E(Xj)=p und Var()?i)za—z;
m

E(Xi>:u und Var(X,):CmO—n?;
E(§)=vmc und E(R)=2an;

somitsind X; und X; erwartungstreue Schétzer fur p, und S /vy, und R /(2a,;,) sind erwartungs-
treue Schétzer fir o . Wenn nun alle k Stichproben berticksichtigt werden, so erhalt man die folgen-
den erwartungstreuen Schétzer fir die Sollwerte 1 und o:

M=1(71+“'+7k>:$2>‘ij = Gesamtmittel;
i

k

fig = %(Xl 4+ %) arithmetisches Mittel der Zentralwerte;

R 1 . . . .

6y = ( S+t Sk) ar!thmetlsch% Mittel der Stand_aro_labwa chunge.:n
KYm mit Korrekturfaktor 1/~,, (unbiasing constant);

5= (n+--+r)  &ithmetisches Mittel der Spannweiten
2kap, mit Korrekturfaktor 1/(2a,,) (unbiasing constant);

. 1K > pooled standard deviation; erwartungstreu, da
03= Ezsi vp ~1 fir n=k(m—1);
i=1
die Genauigkeit dieser Schatzungen kann durch Verléangerung des Vorlaufes gesteuert werden (Anzahl k

der Stichproben vergdRern), daher ist die Effizienz der Schétzfunktionen kein entscheidender Gesichts-
punkt bei der Auswahl der Schéatzfunktionen.

Klassische Schatzmethode: [y, 71 ;

einfachere Alternative: [i,,5, (erfordert weniger Rechenarbeit).

3. Qualitatsregelkarten bei Variablenprufung

a) X-Karte (Xbar chart): Uberwachung des Mittelwerts
X~ N(u,az) Qualitdtsmerkmal;

m= Umfang der Teilstichproben;

% = arithmetisches Mittel in Teilstichprobe i (i=1,...,k);
X; = zugehorige Zufallsgroie;

OEG = obere Eingriffsgrenze (UCL = upper control limit)
UEG = untere Eingriffsgrenze (LCL = lower control limit)
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1. Schritt: Ermittlung der Sollwerte p,o im Vorlauf;
2. Schritt: Berechnung der Eingriffsgrenzen nach 3o -Regel:

va 2 .
X ~ N(u,o?/m); Tabelle5: Z ~N(0,1)
OEG = 43— UEG = —3-2. P{z>cl | Pllz
1 0.1587 0.3173

Esgilt (gemaR Tabelle 5):
P{X; > OEG} = P{X; <UEG} = 0.00135.

N

0.0228 0.0455
0.00135 0.0027

w

Fir k=25 gilt
P{max(Xy,...,Xi) > OEG} = P{min(Xy,..., X) <UEG}

—1—0.99865%° —1— 0.9668 = 0.0332.

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehlalarm bei einer Karte mit k =25 Stichproben betragt also
0.0332. Anstelle der verbreiteten 30 -Regel kdnnen die Eingriffsgrenzen auch anders definiert
werden (vgl. Minitab).

b) sKarte (S chart): Uberwachung der Streuung

X ~N(u,0?) Qualitatsmerkmal;
m= Umfang der Teilstichproben;
X = arithmetisches Mittel in Teilstichprobe i (i =1,...,k);

L —\2 . . . .
= [— . — % ) = Standardabweichung in Stichprobe i;
§ \/ — l;(&, %) g p
S = zugehdrige Zufallsgrofie;
1. Schritt: Ermittlung der Sollwerte p,o im Vorlauf; Tabelle 6:
2. Schritt: Berechnung der Grundlinie und der Eingriffsgrenzen: m Tm Om
Grundlinie = E(§)=vno 2 | 1252 | 0.6745
oder Grundlinie = med(S) = Sy ; dabei ist s, =med(S) so defi- 3 | 1128 | 0.8326
. Lo 4 | 1.085 | 0.8881
mit 6, = \/ng(m—l)/(m—l) (vgl. Tabelle 6). Wenn die ' : ‘
: 6% 1 1

Grundlinieas med(S§) definiert wird, betrégt die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass ein Stichprobenpunkt oberhalb bzw. unterhalb der Grundlinie liegt, genau
50% (vgl. Schnelltest auf Symmetrie bei Minitab).

Eingriffsgrenzen OEG und UEG o, dass P{§ >OEG} = P{§ <UEG} =aq,

2
M=DS 21,

2
o

2 _ 20
~ OEG=o [ M=a(M™D g, [Xa(M=D)
m-1 m-1

Eine sinnvolle Wahl von « ist o =0.00135; diese Wahl entspricht der 30 -Regel bei der X -

Karte; die obigen Eingriffsgrenzen berlicksichtigen jedoch die Asymmetrie der Verteilung von
S . Diedirekte Anwendung der 30 -Regel kann zu negativen unteren Eingriffsgrenzen fuhren,
welche dann durch Null ersetzt werden und somit wirkungslos sind (vgl. s-Karte bei Minitab).

wobei
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¢) R-Karte(R chart): Uberwachung der Streuung

X ~N(u,0?) Qualitatsmerkmal;

m= Umfang der Teilstichproben;

I = Spannweite der Stichprobei

R = zugehtrige Zufallsgrofie;

1. Schritt: Ermittlung der Sollwerte i, im Vorlauf;

2. Schritt: Berechnung der Grundlinie und der Eingriffsgrenzen:
Grundlinie: E(R) =2a,,0 oder med(R ) ; analoge Bemerkungen wie bei s-Karte;
OEG und UEG <o, dass P{R >OEG}=P{R <UEG}=«;

einesinnvolle Wahl von « ist o =0.00135; die exakte Verteilung von R /o kann berechenet
werden mit Maple (vgl. Anhang A6, Maple-Arbeitsblatt kont _kar . mas).

d) Einzelwertkarte (I-MR chart, individual ss-moving range chart):
Uberwachung von Mittelwert und Streuung

X~ N(u,az) Qualitdtsmerkmal;
X,---, % Einzelwerte (Stichprobenumfang m=1)
1. Schritt: Ermittlung der Sollwerte i, im Vorlauf;

2. Schritt:
Einzelwertkarte fur Mittelwertstiberwachung;:
Grundlinie: E(Xj)=p;
OEG und UEG so, dass P{Xi > OEG} = P{Xi <UEG} = 0.00135 (30-Regd) .

Einzelwertkarte fir Streuungssiiberwachung:
R =X, — X;_1, i =2,3,...,k; gleitende Spannweiten (moving range);
E(R)=2ay0, OEG und UEG wiebei R-Karte.
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4. Kontinuierliche Stichprobenplane (continuous sampling plans, CSP)

Wir befassen uns hier mit einem Priifverfahren von Dodge
(1943), das sowohl bei der Abnahmekontrolle, als auch

bei der laufenden Produktionsiiberwachung eingesetzt
werden kann. Das Verfahren CSP(i,k) kann wie folgt Start

charakterisiert werden: « \

Abb.1: CSP(, j)

e Gut/Schlecht-Prifung; - .
Totalkontrolle bisi aufein-
» laufende Produktion (bzw. Lieferung) von Stiicken; anderfolgende Stiicke i.O.
»  jedesaufgefundene schlechte Stiick wird durch ein ,
gutes ersetzt;
» dasPriufverfahren CSP(i, k) ist festgelegt durch zwei Stichprobenkontrolle 1/k
Zahlen i,k (z.B. i =50, k = 20); vgl. das nebenste-
hende Ablaufdiagramm.
: Ja Gepriftes Nein
Esse D Stiick i.0.? '

p = unbekannter Ausschussanteil in laufender

Produktion
1 falls j-tes gepriftes Stlick defekt
1|0 fallsj-tes gepriiftes Stiick i.O.

o {l falls j-tes gepriftes Stiick aus Totalkontrolle stammt
I |k fallsj-tes gepriiftes Stiick aus Stichprobenkontrolle stammt
m= Anzahl geprifter Stiicke (zu einem gegebenen Zeitpunkt);
n= zugehorige Anzahl abgefertigter Stlicke.
Dann gilt:
N=2;+---+2Z, (nistZufallsgrofe!);

%: Anteil der gepriften Sticke;
lim 2 — AFI(p):
m—oo N

AFl = average fraction inspected, durchschnittlicher Anteil der gepriften Stiicke an der Gesamt-
zahl der abgefertigen Stlicke (im stationdren Zustand);

n— m= Anzahl der ungepriiften Stiicke;

(n—m) p= Erwartungswert der Anzahl der defekten Stlicke unter den ersten n abgefertigten
Stlicke (gepriifte Stiicke alei.O. nach Priifung);

(h—m)p _

[l—m] p = erwarteter Anteil der defekten St. unter den ersten n abgefertigten St.;
n n

mM—00

lim [1—%} p=(1- AFI(p)) p= AOQ(p);

AOQ = average outgoing quality, erwarteter Anteil der defekten Stiicke nach der Prifung
(im stationdren Zustand); durchschnittlicher ausgelieferter Ausschussanteil;
mittlerer Durchschlupf;

AOQL = max AOQ(p) = average outgoing quality limit, Hochstwert des mittleren Durchschlupfs.
0<p<1
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Fir den Priifplan CSP(i,k) gilt:

a) AFl(p)= ! :
1+ (k—-D(1— p)'

1+ (k- p)

c) AOQ(0)=A0QM =0
die Funktion AOQ(p) hat im Intervall [01] genau ein Maximum, und zwar an der Stelle p* mit
(L+i)pr—1= (k=D)L — p*)' .

Die Funktionen kénnen berechnet und gezeichnet werden mit Maple (vgl. Maple-Arbeitsblatt csp. mas).
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Anhang

Al. Gleichung von Wald

Esselen Z;, Z,, .. unabhangige Zufallsgroen je mit der gleichen Verteilung und mit E(|X;[) < oc.
Weiter sei N eine zugehdrige Stoppregel mit E(N) < oo, d.h. N ist eine Zufallsgréfze mit Werten
1,2,..., wobei das Ereignis {N =n} nur abhéngigist von Z; , Z,,..., Z,, und unabhangig von
Zni1,Zpi2,---- Dann gilt:

E(Zy+-+2Zy) = E(N)E(Zy) (Gleichung von Wald).

Bewei's (nach Lehmann, 1959, S.119):
Esqilt

E(Zy+-+2ZN) = iP{N:n}E{Zl+---+Zn|N:n}

— ij:lP{N:n}éE{Z”N:n}
= ij:liP{N:n}E{ZﬂN:n}
— iiP{N:n}E{Z”N:n}

= > P{N=i}E{z|N>i}.
i=1
DaN eine Stoppregel ist, soist das Ereignis {N <i} stochastisch unabangigvon Z;, und damit ist

auch das komplementare Ereignis {N < i}c ={N>i} stochastisch unabhangig von Z;! Somit ist
E(Z|N>i)=E(Z)=E(Z;), und wir erhalten

Bz ++2y) = S P(NZI}E[ZIN 21} = E(z)S P(N>i)

=E(z)
= E(Zl)iiP{N:n} = E<Zl)ilzzp{l\l:n}
= E(Zl)inP{N:n}:E(Zl)E(N),

n=1
Was zu beweisen war.
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A2. Nichtzentrale t-Verteilung

X und Z seien unabhangige Zufallsgréfien, wobel Z ~N(0,1) und X ~ Xz(n) , d.h. Z besitzt eine stan-
dardisierte Normalverteilung und X eine Chiquadrat-V erteilung mit n Freiheitsgraden. Dann besitzt
die Zufallsgrofie

Z+6
X/n
eine nichtzentrale t-Verteilung mit den Parametern (n,6) ; nist die Anzahl der Freiheitsgrade und ¢

ist der sogenannte Nichtzentralitétsparameter. Wir wollen die Verteilungsfunktion von T bestimmen.
Esqilt

F(t)=P{T <t}=P{Z+6 <tX/n}.

Nunse Y =,/X/n und g die Dichte von Y. Dann kénnen wir schreiben

@ T~

(@ F(t)=P{T<t}=P{z+s<ty/Vn}= P{z <ﬁY—6}:7@[%—6]g(y)dy.
0

Nun bleibt noch die Bestimmung der Dichte g(y) . Esgilt

X~x%(n) = U :%X ~ Ga(a) mit a:%n.
Die Dichte der Gammaverteilung Ga(a) ist gegeben als
a—le—u

fU(u):ﬁu , u>0.

Esist Y=+/2U und somit gilt

1 s\a-l _1y2 g —Ly?
g(y)=yfy (2y?)|=y——(Ly?] e’ = y" e 2
) U(z ) (a)(z ) Zé(n—z)r(%n
2 B
:Lyn 1<p(y).

2 (4

Damit ergibt sich aus (2)

(Y - Z‘@[%—&]g(yw - e Ysy et

FO(t) = 1-F(t) = L{Cbc[%—é]g(y) = Zé(nj/zi(%n) ]0‘@(:[% 6] Y o(y)dy,

was zu beweisen war.
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A3. Variablenkontrolle mit unbekannter Varianz, Naherungsformel fir n

X1,---, X unabhéngig, je N(u,az);
X =2 (g4 Xq) = N(no?/n);

n

S = LZ(xi —X )2 (erwartungstreue Schétzfunktion fiir unbekannte Varianz %) ;
i—1

X—T,

Los annehnen, falls Jn > ¢ (c= Annahmegrenze) .

OC-Funktion as Funktion von p:
Esqilt
L(p) = P{t(n—16) > c} mit 6 = 7z pJn.
Wir wollen (n,c) sowahlen, dass L(p,)=ca und L(pz) =3 ist.

1° Z und X seien zwei unabhangige Zufallsgroen und zwar Z ~ N(0,1) und X ~ Xz(n). Dann
besitzt die Zufallsgréfile
_Z+0
= X—/n
eine nichtzentrale t-Verteilung t(n,6) . Da E(X)=n und Var(X) = 2n, soist die standardisierte
Zufallsgrofie
7, — X—n

J2n

ndherungsweise standardisiert normalverteilt fir grof3es n. Nun ist

%:Hzl\/%, JX/n ~ 1427, /\2n, \/;—/n ~ 1-29/N2n,

und somit finden wir

L zx+/r51 ~ (2+6)(1-22/2n)

o
RO+ ZL—-L——.
1\/2n
Dabei ist
Z
5=7 pn = O(¥n) und %:%:

Nun sind die Zufallsgofen Z und Z; stochastisch unabhéngig, und daher gilt

o).

5 6 2\ e 2 82 1.2
Z=2z-70-2 - N(o, ) mit 2=1+2 14122 .

N ! ! on ~2%p
Esgilt also fir groRe Werte von n die Naherungsformel

3 T :ﬂzé—l—z—zliz&—l—z mit Z~N(O,72).
JX/n J2n
2° Nunist

L(p) = P{t(n—16) > ¢} mit 6 = z_pn,
und mit Hilfe unserer Naherungsformel (3) kénnen wir flir grofl3es n schreiben
L(p) = P{t(n—-18)>c} =~ P{t(né)>c} ~ P{6+Z>c} = P{Z>c-s}
- P{N(O,Tz> > c—6} - P{N(O,l) > CL‘S} - P{N(O,l) < 6_0},
T

T

wobei
2 2
T =1+17 , und 6=7_pn.
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Die beiden Beziehungen L(p,) >« und L(pg) < flhren zu den Ungleichungen

6—cC >z und 6—cC

T T
und daraus ergibt sich

(S—C Z ZOéT dh Zl_pa\/ﬁ_c 2 Zam
§—c¢ S_Zl—ﬂT d.h. Zl_p‘q\/ﬁ_c < _Zl—ﬂ\/%'

Wenn wir die zweite Ungleichungen von der ersten subtrahieren, erhalten wir

*m(zl—pa_zl—m) Z 2 1Jr221 p., T2\t 37 D,

S Zy=-14 g,

d.h.
1
®) n> |w i3, +aa i, ]
A-p, ~4- pu)
Im Speziafal o =1—( erhalten wir

22 1.2 1.2 2

©® n> 2[\/1+§zl_pw +\/1+§zl_p3] .
Zl_ P o Zl_ pd )
Nun sind die beiden Terme

_ 11,2 _ 1,2
a= 1+§zl_pa und b= 1+§Zl—pu

etwagleich gleich gro, da p,, ~ py, und daher ist (a—b)? = a® —2ab+b?~0, d.h.
2ab ~ a? + b?. Somit gilt

(7) (a+b)? :a2+b2+2abza2+b2+(a2+b2): 2(a2 +b2),

und wir erhalten auz (6) die einfachere Naherungsformel

Zy 2 2
n= 2(4+21—pa+21—p3)'

(Zl_ P o Zl_ p3
Aufgrund von (7) kdnnen wir schreiben

2
2
Zl_pu Zl_pf ~ (Z]_—p +Zl_pd) '
und damit erhalten wir die Naherungsformel

472 : 1+%(21_pa - )2]

8 n> “

A-p, ~ 4-p; )
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A4. Varianz des Zentralwerts

Z4,...,Z,, seien unabhangige ZufallsgrofRen je mit einer standardisierten Normalverteilung N(0,1),
und Ze sei der Zentralwert dieser Zufallsgrofien. Mit & und ¢ bezeichnen wir die Verteilungs- und
Dichtefunktion von Z;, und mit F und f die Verteilungs- und Dichtefunktion des Zentralwerts. Flr
x€ IR sai

Ny =#{i|Z; < x} = Anzahl der Z-Beobachtungen, welche < x sind.

Die Zufallsgroe Ny ist binomialverteilt gemad Bi(n, p) mit p= P{Zl< x}:@(x) . Nun sei nun-
gerade mit n= 2k +1. Dann gilt
F (x)=P{Ze< x} = P{mindestens k+1 Z-Beobachtungen sind < x}
n _ .
=P{N,>k+1= (?)p‘ (1-p)"! mit p=3(x).
j=k+1

Die Dichtefunktion zu F ist gegeben durch
d
f(X)=—F(x),
()=2-F(x)

und da der Erwartungswert des Zentralwerts aus Symmetriegrinden Null ist, kann die Varianz be-

rechnet werden nach der Formel
“+0o0
Var (Ze)= f x° f (x)dx.
— 0
Mit Hilfe von Maple kann dieses Integral numerisch berechnet werden fur verschiedene Werte von k
(vgl. kont _kar . mas).

A5. Erwartungswert des Maximums
Z4,...,Z,, seien unabhangige ZufallsgrofRen je mit einer standardisierten Normalverteilung N(0,1),
und Zyy = max(Zy,...,Z,) sei das Maximum dieser Zufallsgrofien. Mit @ und ¢ bezeichnen wir die

Verteilungs- und Dichtefunktion von Z; , und mit F und f die Verteilungs- und Dichtefunktion des
Maximums. Dann gilt

F(x)= P{Z(n) < x} = P{alle Z-Beobachtungen sind < x} = [(I)(x)]n.
Die Dichtefunktion zu F ist gegeben durch
d n-1
f(x):&F(x):n[é(x)] o(x),

und somit kann der Erwartungswert des Maximums berechnet werden nach der Formel
+00
E(Z(n)>: f x f (x)dx.
— 00
Mit Hilfe von Maple kann dieses Integral numerisch berechnet werden fur verschiedene Werte von n
(vgl. kont _kar . mas).
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A6. Verteilungsfunktion der Spannweite
Die Herleitungen in diesem Abschnitt beruhen auf Uhlmann (1982), S. 217.
X1,-.., X seien unabhangige ZufallsgrolRen je mit der gleichen Verteilungsfunktion F, welche eine
Dichte f besitzt. Weiter sei Xy =max(Xy,..., Xp), X(n) =max(Xy,...,Xy) . Dannist die Spann-
weite definiert als R= X — X(y) . Um die Verteilungsfunktion der Spannweite R herzuleiten, wol-
len wir zundchst die gemeinsame Verteilung G(x, y) = P{ X1y <X, X(n) <Y} von Xy und Xy,
bestimmen. Offensichtlich gilt fir x<y
X <¥p={Xo <xXm <y}u{Xg >xXm <y},
und da die beiden Ereignisse auf der rechten Seite disjunkt sind, so erhalten wir
G(x,Y) = P{X(y <% Xm) < ¥} =P{X(ny <y}~ P{x< Xy, X(my < ¥}
=P{aleX; <y}—P{aleX; € (x,y)} =F"(y)-[F(y)- F(x)]n
Daraus finden wir die Dichte
-2
g(x,y)=n(n—1)[F (y)-F(x)|" " f(x)f(y).
Die Verteilungsfunktion der Spannweite R kann nun fiir r > 0 geschrieben werden als

H(r)=P{R<r} = 7 )Tg(x,y)dy dx
X=—00| y=x
= [ [ nn=n[F ()= F O 1 ()] (o
X=—00|y=X
= f n[F(y)—F(x)]n_l‘tjrr f(x)dx = nf[F(x+r)—F(x)]n_1f(x)dx.

Nun seien Z,...,Z,, seien unabhangige Zufallsgrofen je mit einer standardisierten Normalverteilung
N(0,1), und weiter sei Z(l) =min(Zy,...,Z,), Z(n) =max(Zy,...,Z,) . Dannist die Verteilungsfunk-
tion der Spannweite R=Z,) —Z;, fir r >0 gegeben durch

© H(r)=P{R<r} = n [[o(z+1)-2(2)" "p(z)az.

Dabel bezeichnen wir mit & und ¢ die Verteilungs- und Dichtefunktion der standardisierten Nor-
malverteilung. Die numerische Berechnung des Integrals (9) kann mit Maple durchgefiihrt werden
(vgl. kont _kar. mas).



Anhang

Maple-Arbeitshblatt kont _kar . mas

>

VV VYV VVVYVYV

V V VYV

VVVVVVVVVVYV

VVYVYVYVYV

#

# Kontrol | -Karten:

# a) Berechnung von gamma_n; E(S)=gamra_n*si gma

# b) Berechnung von an = E(nmax(Z1,...,2n))

# c) Ze = Zentralwert von Z1,...,Zn; Berechnung von Var (Zn)
# d) Verteilungsfunktion der Spannweite R

#

restart;

Phi : =z->1/2+1/ 2*erf (z/sqrt(2));
Phic:=z->(1/2)*erfc(z/sqrt(2));
phi: =z->exp(-z"2/2)/sqrt(2*Pi);
#

# Entwi ckl ung zu gamma_n

#

gama_n: =sqrt(2/(n-1))*GAMVA( n/ 2) | GAMVA( (n-1)/ 2)
[imt(l-gamma_n"2, n=infinity);
limt(n*(1l-ganma_n"2),n=infinity);

#

# Normal Scores: an = E(max(Z1,...,2Zn)

#

n: =100;

an: =l nt (x*n*Phi (x)*(n-1)*phi (x),x=-infinity..infinity);
eval f (9 ;

#

# Verteilung des Zentralwerts X = Ze(Z1,...,2Zn) = Z(k+1) falls n=2k+1;
#

# F = Verteilungsfkt von X

k: =50;

n: =2*k+1;

F: =x->sum( bi nom al (n,j)*Phi (x)~j *Phic(x)"*(n-j),]j=k+1..n);
f:=x->di ff(F(x),x);

f(x);

varianz: =l nt (x"2*f(x),x=-infinity..infinity);

eval f (9 ;

n* %

eval f (Pi/2);
#

# Verteilungsfunktion der Spannweite
# R=2(n)-2Z(1), wbei Z(1)=mn(Z1,...,2Zn), Z(n)=max(Z1,...,2Zn)

r -> n*int((Phi(x+r)-Phi(x))”*(n-1)*phi (x),x=-infinity..infinity);
.= b5;
eval f (3 3.9));

ro := fsolve(r)=0.95,r=3.8..3.9);
eval f (Q(r0));

SO
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