L. Knisd Multivariate Verfahren, WS 1997/98 1

1. Eigenwertprobleme:

Gewohnliches symmetrisches Eigenwertproblem:

Essei B=(px p) reell und symmetrisch.
Gesucht:a=(px1) mit Ba=a.

Dieses Problem heifdt ein symmetrisches Eigenwertproblem. Der Lésungsvektor a heildt dann

ein Eigenvektor von B, und die reelle Zahl A heil3t der zugehorige Eigenwert.

Hauptachsentransformation einer symmetrischen Matrix (Spektral zerlegung):
Essei B=(px p) reell und symmetrisch.
Dann existiert eine orthogonale Matrix R = ( px p) und eine Diagonamatrix A (beide reell)
mit
R'BR=A=diag(),-,Ap) und R'R=I, (daR orthogonal ist).
Die Matrix R transformiert die Matrix B auf Diagonalform (Hauptachsentransformation, Zu-

sammenhang mit Drehung eines K oordinatensystems, sodal? die K oordinatenachsen mit den

Hauptachsen einer allgemeinen Ellipse Gibereinstimmen).

Folgerungen:
1. Die Matrix B kann dargestellt werden als B=RAR" (Spektradarstellung von B).

2. Esgilt: BR=RA,dh. Brj =A;r; ,wobei r; dieSpaltej der Matrix R bezeichnet. Somit

sind die Spaltenvektoren r; von R Eigenvektoren zum obigen Eigenwertproblem jewelils

mit dem Eigenwert \;.

Verallgemeinertes symmetrisches Eigenwertproblem:

Essei B=(px p) reell und symmetrisch
W = (px p) reell, symmetrisch und positiv definit (d.h. alle Eigenwerte sind positiv).
Gesucht: a=(px1) mit Ba=AWa.

Dieses Problem heifdt ein verallgemeinertes symmetrisches Eigenwertproblem. Der Lésungs-
vektor a heif3t dann ein Eigenvektor des verallgemeinerten Eigenwertproblems, und diereelle
Zahl A heilt der zugehdrige Eigenwert.

Beachte, dal’ das verallgemeinerte, symmetrische Eigenwertproblem nicht reduziert werden
kann auf ein gewdhnliches symmetrisches Eigenwertproblem durch W—Ba= Aa, dadie
Matrix W~1B nicht symmetrisch zu sein braucht, auch wenn B und W symmetrisch sind!
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Simultane Hauptachsentransformation von zwei symmetrischen Matrizen:
Essei B={(px p) reell und symmetrisch
W = (px p) reell, symmetrisch und positiv definit (d.h. alle Eigenwerte sind positiv).
Dann existiert eine Matrix A =(px p) und eine Diagonalmatrix A (beide reell) mit
ATWA =1, (I, =Einheitsmatrix)
ATBA = A =diag(N, -, Ap).
Die Matrix A transformiert also beide Matrizen W und B gleichzeitig auf Diagonalform (da-

her simultane Hauptachsentransformation). Die Matrix A ist aber im algemeinen nicht ortho-

gonal.

Folgerungen:
Esqilt
BA=ATA=ATATWAA=WAA,

I
P
dh. Ba; =\;Wa;, wobei a; die Spatej der Matrix A bezeichnet. Somit sind die Spalten-
vektoren a; von A Eigenvektoren zum obigen verallgemeinerten Eigenwertproblem jeweils mit

dem Eigenwert ;. Fallsdie Matrix B positiv semidefinit ist, so sind alle Eigenwerte A; > 0.

Herleitung der smultanen Hauptachsentransformation zu B und W:
1. Spektraldarstellungvon W: W =RDR" mit D =diag(d;, -, dp ), dle d; >0.
2. Setze W ¥2 =RD ¥R wobei D V2 = diag(d; ¥, -+ ,d*?). DieMatrix W2 i
reell und symmetrisch.
3. Setze P=W Y2BW¥2. Die Matrix P ist redll und symmetrisch.
4. Spektralzerlegungvon P: P=SAST mit A= diag()\l,-~-,)\p). Falls die Matrix B positiv
semidefinit ist, so ist auch P positiv semidefinit, und somit sind dann alle Eigenwerte A; > 0.
5. Setze A =W Y2S . Dann gilt
ATWA=SW V2ww ¥2s=| .

ATBA=5 W¥2Bw¥2g5_n.
—P=SAS
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2. Diskriminanzanalyse

Eine Gesamtheit (Population) G mit n Objekten (Untersuchungseinheiten) sei zerlegt in g
Teilpopulationen: G=Ru---uRy. Die Teilpopulation (Gruppe) R, besitze n, Elemente
(r=1---,g), wobei n+---+ny =n. Bei jedem Objekt der Gesamtheit werden die Varia-
blen (Untersuchungsmerkmale) X,---, X, beobachtet. Die Datenmatrix fur die Teilpopulation
R hat die Form

o X X,
aq X1 X p
Qp, Xn 1 o Xn p

Ziel: Gegeben sei ein neues Objekt y mit den Merkmal sauspragungen xY = (xly,-~-,xg)T , das
zur Gesamtheit G gehort, dessen Popul ationszugehorigkeit aber unbekannt ist. Gesucht
ist eine optimale Zuordnungsvorschrift, die auf dem Datenvektor xY und den Datenma-
trizen der Populationen R, ---, Py beruht, und die angibt, welcher Population das neue
Objekt zugeordnet werden soll.

Lineare Diskriminanzfunktion (nach R.A. Fisher):
Essel y=a'x= Z IjO:laj X; €ine Linearkombination der Variablen x,---, X, . Die Varianz

von y kann zerlegt werden wie folgt:

(1) Var(y)=S,+S,

9
mit SNZEZS(Z wobei s?> = Varianzvony in P
N>
13 2 . . . . .
S ZHZ n (Y —Y) wobel Y, = arithmetisches Mittel vony in P, .
r=1

Sy ist die Komponente innerhalb (within) und S, die Komponente zwischen (between) den
Gruppen. Nun soll das folgende Extremal problem gel st werden

(2 a:(a1,~-~,ap)T so wahlen, dal3 %: max .

Die Linearkombination y=a'x heif}t dann "lineare Diskriminanzfunkion”. Im Falle von
zwel Gruppen lautet nun die Zuordnungsvorschrift wie folgt:

Das neue Objekt y besitze den Datenvektor xY .

Berechne fiir das neue Objekt den Wert der linearen Diskriminanzfunktion y¥ =a'xY.

Ordne das neue Objekt y der Population B, zu, falls ‘yV—Vl‘ <‘yy—72‘ .

Der ldedfall S, =0 und S, >0 bedeutet, dal3 die lineare Diskriminanzfunktion fir alle Ob-
jekte der Population B, und P, jeweils denselben Wert annimmt, und dal3 die beiden Werte
verschieden sind.
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Ldsung des Extremalproblems:

Essel C die Kovarianzmatrix der Gesamtheit G und C, die Kovarianzmatrix der Population B, :

3 C=E(x-%)(x—x)" mit E(---):%Zi"_l...

@ Co=E (x=%)(x=%) mit E ()=

Dann gilt die Zerlegung (analog zur V arianzzerlegung):

5) C=C,+Cp
: 13

mit C,==> nC,
N>

Co=23 " (% ~%)(% %'

r=1

Wenn y=a'x ist, dann gilt

(6) Va(y)=a'Ca=a'C,a+a'Cya
————— ——————
-S, -5
und damit lautet unser Extremal problem:

:
(1) a=(a,-.ap,) sowshlen, dak Cpa _

T

aC,a
Als notwendige Bedingung fur eine Extremalstelle finden wir

max.

a'Cpa

8) Cpa=)C mit A= )
() b wa aTCWa

Der gesuchte Vektor a ist also der Eigenvektor zum grofdten Eigenwert dieses verallgemeli-

nerten symmetrischen Eigenwertproblems.

Vollsténdiger Satz von kanonischen Variablen:
Essel sdie Anzahl der positiven Eigenwerte von (8):

N >N > > A >0 gy ==X, =0
und a,---,ag seien die zugehdrigen Eigenvektoren. Esist s=rk(Cy,) < g—1. Dann definie-
ren wir die s kanonischen Variablen wiefolgt: y; = a}x, j=1---,s. Diekanonischen Varia-
blen sind alle unkorreliert und haben alle die gleiche Varianzkomponente innerhalb der Grup-
pen, da A'C, A =1,,wobei A=(a,,as).Im algemeinen Fall von g Gruppen lautet nun
die Zuordnungsvorschrift wie folgt:

Das neue Objekt y besitze den Datenvektor xY .

Berechne fiir das neue Objekt die Werte der s kanonischen Varigblen yY =ajxY.

S 2
Ordne das neue Objekt y jener Population B, zu, fur welcheZ(y}/—er) =min.
j=1
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Klassische Diskriminanzanalyse bei Vorliegen einer Normalverteilung:

Wir nehmen jetzt an, dal3 die Variablen x,---, X, eine p-dimensionale Normalverteilung be-

p

sitzen und zwar
in Bt (%, %)~ N(Hr,T),
d.h. der Vektor x:(xl,---,xp)T besitzt in jeder Population P. eine p-dimensionale Normal-

verteilung mit der gleichen Kovarianzmatrix I und jeweils verschiedenen Erwartungswert-

vektoren |1, . Nun seien n unabhangige Realisationen von x = (xl,---,xp)T gegeben und zwar

n Redlisationenaus B, m +---+ny = n. Die unbekannten Parameter p, und I werden

wie folgt geschétzt:
b, =X, arithmetisches Mittel in Population B

R 9
M= 1 § n,C, =C,, Komponente innerhalb der Gruppen (gepoolte Kovarianzmatrix).
n
r=1

Nun lautet die Zuordnungsvorschrift der Maximum-Likelihood-Methode wie folgt:
Das neue Objekt y besitze den Datenvektor xY .
Berechne fiir das neue Objekt die Werte der g Dichtefunktionen f, (xV ||1r : f) :
Ordne das neue Objekt y jener Population B, zu, welche die gréfite Dichte besitzt.

Diese Zuordnungsregel ist aquivalent zu:
Das neue Objekt y besitze den Datenvektor xY .

Berechne fir das neue Objekt die g Mahalanobis-Abstande
d(x¥,%; )= (x" =%, )T Cu (V=% ).
Ordne das neue Objekt y der Population B mit dem kleinsten Mahalanobis-Abstand zu.
Die Zuordnungsvorschrift der Maximum-Likelihood-Methode ist &quivalent zur obigen Zu-

ordnungsvorschrift mit dem vollstéandigen Satz von kanonischen Variablen.

Bemerkungen zur Diskriminanzanalyse:

1. Klare Zielsetzung und eindeutige mathematische L ésung.

2. Losung beruht auf dem Mahaanobis-Abstand (multivariate Standardisierung), und sieist
daher unabhéngig von der Skalierung der Variablen.

3. Normalverteilungsannahme ist unwesentlich (vgl. kanonische Variablen), wohl aber sollte

die Kovarianzmatrix in den einzelnen Populationen anndhernd gleich sein.
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3. Kanonische Korrelation

Gegeben sind zwei Gruppen von Variablen:

X, Xp
Y Y
mit der Datenmatrix
o X .. X Vi .. Yo
aq X1 o X p Y11 o Y1q
ap Xn1 o Xnp Yni o Ynq

1. Schritt: Suche zwel neue Variablen

AT
c=ax mit Corr(¢,n)=max.
1=by T

Die Kovarianzmatrix des (p+q) -Vektors z = [XJ sei partitioniert in folgender Form
y

(G Cxyl ((pxp) (pxa)

““low o ‘[<qxp> ( >]
Dann gilt

o (Cov(em)®  (@Cyb)"

(Varé)(Varn)  (a'Cya)(b'Cyyb)’

und als notwendige Bedingungen fur eine Extremal stelle von r2 haben wir

@) CyCyCpa=r<cya

2
(2 CuCxCyb=r’Cy,b
sowie

1.1
@ b=2CyCpa

Es sel a der Eigenvektor zu (1) mit dem grofdten Eigenwert r?,undb sei definiert gemal (3).

Dann bilden (a, b, rZ) eine Losung des obigen Extremal problems.
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2. Schritt: Vollsténdiger Satz von p+ q kanonischen Variablen
Essei A die simultane Hauptachsentransformation zu (1),
B die simultane Hauptachsentransformation zu (2),

wobei fur die Eigenvektoren mit positiven Eigenwerten r j2 der Zusammenhang

bj = (1/r;) CyyCyxa; gelten soll. Dann sind die kanonischen Variablen definiert als

yy =yx
E=A"x=(px1
n=B"y=(qx1)
und esgilt
ATC A=l
B'C,,B=1,

A'CyyB =R =(pxq)=diag(r, 1, )

und somit hat die Kovarianzmatrix des (p+q)-Vektors { = [E

rJ unter der Annahme p > q

und rk (ny) =( die Form

1 n 0
: 0 :
0 Iy
0 i 0
1
n 0 1 0
0
0 Iy 0 1
Bemerkungen:

1. Schritt: Suche neue Variablen ¢ =a'x und n=b"y mit Corr(¢,n)=max .

* statistisch sinnvolle Frage;

 unabhéngig von Skalierung (dimensionslos), auch sinnvoll bei unterschiedlichen Di-
mensionen,

* invariant bel beliebiger linearer Transformation in den beiden V ariablengruppen;

» keine Verteilungsannahmen (Korrelation maximieren); auch sinnvoll bei qualitativen
Variablen;

» Veralgemeinerung der multiplen linearen Regression (q=1, p >1);

* Zusammenhang mit Diskriminanzanalyse; yy,---, Y, Indikatorvariablen fur Gruppen.

2. Schritt: Vollstdndiger Satz von p+ q kanonischen Variablen mit "schoner” Kovarianzmatrix

» mathematisch schon;
* Uberzeugende praktische Anwendungen kaum vorhanden.
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4. Hauptkomponenten (Principal Components)

Gegeben sind die Variablen xg,--+, X, mit der Datenmatrix

o % e X
aq X1 o X p
Qp Xn1 o Xnp
Erste Hauptkomponente:

©) Suche eine neue Variabley = a"x mit der groltmaglichen Varianz
unter der Nebenbedingung a'a= 1.

Wenn C die Kovarianzmatrix der Variablen xg,---, X, bezeichnet, dann ist das obige Extre-

mal problem &quivalent zu:

aCa
aa

max .

(10) Wahleden Vektor a=(ay, -, a,) 50, dad

Diesfuhrt zum Eigenwertproblem
dCa
aa

(11) Ca=Xa wobe \=

Der gesuchte Vektor a ist also der normierte (a'a=1) Eigenvektor zum gréiten Eigenwert A.

Die zugehorige Variable y = a'x heif’t erste Hauptkomponente und sie hat die Varianz A.

Vollstéandiger Satz aller Hauptkomponenten:
Suche neue Variableny = R"x, sodal3 y;,-+-, Yp unkorreliert sind

(12) :
unter der Nebenbedingung R'R =1, .

Die L6sung ist gegeben durch die Hauptachsentransformation R:
(13) R'CR=A=diag(), - Ap) mit R'R=1.

Die zugehdrigen Variablenyy,---, y, mit y = R"x sind unkorreliert mit den Varianzen

M, A, Und sie bilden den vollstdndigen Satz aller Hauptkomponenten.

p!
Bemerkungen:
p p p
« Esgilt ZVar(xj ) = ZVar(yj ) =", , dadie Spur bei einer orthogonalen Transfor-
=1 =1 =
mation invariant bleibt.

« Die Hauptkomponenten und ihre Varianzen ,---, A, sind nicht skaleninvariant.
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5. Faktorenanalyse

Gegeben sind die Variablen xg,--+, X, mit der Datenmatrix

o X X
aq X1 Xp
Qn X1 Xnp

Frage: Kann die Abhangigkeit zwischen den Variablen x,---, X, erklart werden durch weni-
ge latente (verborgene) gemeinsame Faktoren?

Faktorenmodell:
(14) x=Af+e
wobel x=(px1), A=(pxm), f =(mx1) und e=(px1):

X, Xp beobachtbare Variablen
i, fn gemeinsame Faktoren (latent d.h. nicht direkt beobachtbar)
8, € spezifische Faktoren (latent)

A= (ajk) = (pxm) Ladungsmatrix (K oeffizienten der gemeinsamen Faktoren)

Modellannahmen:
Die wesentliche Modellannahme des Faktorenmodells lautet:
Alle m+ p Faktoren sind unkorreliert (bzw. normalverteilt und unabhéngig).
Dawir uns bei der Faktorenanalyse fur die Abhangigkeitsstruktur (Kovarianzen) der Varia-
blen interessieren und nicht fur die Mittelwerte, und da das Faktorenmodell im wesentlichen
invariant bleibt bei einer Neuskalierung der Variablen, treffen wir die folgenden Annahmen:
1. dleVariablen x,---, X, sind standardisiert (arithmetisches Mittel = 0, Varianz = 1).
2. dle m+ p Faktoren sind unkorreliert (bzw. normalverteilt und unabhéngig)

3. die gemeinsamen Faktoren f,---, f,, sind standardisiert

4. die spezifischen Faktoren @}, e, haben die Varianzen uf,--,u3

Folgerungen aus dem Faktorenmodell:
Wenn C die Kovarianzmatrix der Variablen xg,---, X, bezeichnet, dann folgt aus den

Annahmen zum Faktorenmodell: C = AA" + U?, wobei UZ:diag(uf,---,uf)).
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Rotationsproblem:

Essel R= (m>< m) eine beliebige orthogonale Matrix und f = R"f . Dann sind die Kompo-
nenten f1,~--, fm wieder unkorreliert (bzw. normalverteilt und unabhéngig) und es gilt:

x=Af +e= AR R'f +e=Af +e, dh.auchinden Variablen f},---, f,, haben wir wieder
—

——

A f
ein Faktorenmodell mit der Ladungsmatrix A = AR , firr das alle vier obigen Annahmen er-

fullt sind. Die Faktoren fy,---, f,, und die Landungsmatrix A sind durch das Faktorenmodell
(14) mit den vier Annahmen aso nicht eindeutig festgelegt. Dieser Spielraum (Modellpara-

meter nicht eindeutig identifizierbar) wird ausgenutzt zur Erleichterung der Interpretation

(Rotationsmatrix so wahlen, daf3 ein gewiinschtes Faktormuster herauskommt!?)

Maximum-Likelihood-Methode:
Annahme: (xg,+, X )~ Np (0,T).

(15) A,U? so; L(f|X) — max , wobei I = AA” + U? und L = Likelihood-Funktion.

Die Bedingung (15) ist &quivalent zu

(16) A, U? so; d(f,C): min,

wobei

(17) d(f,c):tr(f—lc)—mdet(f—lc)—p.

Esgiltd(r, c) >0, und die "Abstandsfunktion" d(r, c) ist symmetrisch in den beiden Ar-

gumenten. Eine rein algebraische Losung zur Maximum-Likelihood-Methode ist nicht be-
kannt, man bendtigt numerische Iterationsverfahren. Falls die Lésung am Rande des zul éssi-

gen Bereichs liegt (eine spezifische Varianz wird Null), so spricht man vom Heywood-Fall.

Varianten zur Maximume-Likelihood-Methode:
Anstelle der "Abstandsfunktion™ (17) werden u.a. die folgenden Varianten vorgeschlagen:
» ungewogene kleinste Quadrate:
- - 2 P . 2
d(f,c)=tr(F-C) = > (3 —ci)
j k=1

* verallgemeinerte kleinste Quadrate:

d(F,C)=tr(F e
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Hauptkomponentenmethode:

Essa
C die empirische Kovarianzmatrix zu X,y Xp
C=RAR’ die Spektraldarstellung von C
y=R"x der Vektor der Hauptkomponenten
x=Ry die Darstellung der x-Variablen as Linearkombination der Hauptkom-

ponenten

x = R N\Y2 /\—J/Zy die Darstellung der x-Variablen a's Linearkombination aller standar-

T T disierten Hauptkomponenten

Nun sollen nur die wichtigsten Hauptkomponenten zur "Erklarung” der x-V ariablen herange-
zogen werden, d.h. in der letzten Gleichung sollen nur die ersten m Faktoren auf der rechten
Seite berticksichtigt werden. Dann ergibt sich das Faktorenmodell der Haupkomponentenme-
thode:

f
X = <A1|A2)[fi] — A1f1+e

waobei
A, =erstem Spaltenvon A =R NG
f, = erste m Komponenten des Vektors f = NY 2y
e=Af,.
Hier sind zwar alle gemeinsamen Faktoren f,,---, f,, (= Komponenten von f; ) unkorreliert

und standardisiert, und weiter besteht keine Korrelation zwischen den gemeinsamen und den

spezifischen Faktoren (alle Komponenten von f; und f, sind unkorreliert), aber die spezifi-
schen Faktoren g,---,e, sind i.a nicht unkorreliert.

Schlubemerkungen:

» DasFaktorenmodell x = Af +e ist ein fragwirdiges Modell, da die Faktoren f und die
Ladungsmatrix A bei diesem Modell nicht eindeutig identifizierbar sind (Rotationspro-
blem, fragwurdige Freiheit).

» Die Maximum-Likelihood-Methode beruht auf der Normalverteilungsannahme; es gibt
verschiedene weitere Schatzmethoden, die auf Abstandsmal3en zwischen Matrizen beruhen.

» Die Hauptkomponenten-Methode fuihrt zu keinem korrekten Faktorenmodell (spezifische
Faktoren nicht unkorreliert); weiter ist diese Methode nicht skaleninvariant, wahrend das
Faktorenmodell skaleninvariant ist.

» Eine einfache Clusteranayse (Variablen als Objekte, Betrag des Korrel ationskoeffizienten
zwischen den Variablen al's Ahnlichkeitsmald) fiihrt oft zu dhnlichen Ergebnissen ohne
fragwirdige Annahmen.
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6.

Clusteranalyse
Gegeben sind die Variablen xg,--+, X, mit der Datenmatrix
o X X
il X1 Xip
Qn Xn1 Xnp

Zide:

1. Clusterbildung mit Objekten: Die Gesamtheit G = {«y, -, } der n Objekte (Unter-
suchungseinheiten) soll in Teilgesamtheiten (Cluster, Gruppen) mit moglichst dhnlichen
Objekten zerlegt werden. Die Anzahl der Teilgesamtheiten ist i.a. nicht vorgegeben.

2. Clusterbildung mit Variablen: Hier soll die Gesamtheit G = {xl,---,xp} der p Variablen
(Untersuchungsmerkmale) in méglichst homogene Cluster zerlegt werden.

Wir beschreiben im folgenden vor alem die Clusterbildung mit Objekten.

Hierarchische Clusterverfahren:

1.

Divisive Verfahren: Die Zerlegung wird schrittweise verfeinert, d.h. die Anzahl der Cluster
wird schrittweiseerhoht: 1 — 2 — .-~ — n—1 — n. (Kaum verfligbar in Programm-

paketen.)

. Agglomerative Verfahren: Die Zerlegung wird schrittweise vergrobert, d.h. die Anzahl der

Cluster wird schrittweise reduziert: n — n—1 — .- — 2 — 1. (Ubliche Verfahrenin
Programmpaketen.)

Abstandsmal3e zwischen Objekten:

Objekt o mit Merkmal sausprégungen x,---, X, (Zeile der Datenmatrix)
Objekt 3 mit Merkmalsauspragungen yy,---, Y, (Zeile der Datenmatrix)

Euklidischer Abstand: d(a,B)= \/Z IR y

Quadrierter euklidischer Abstand:  d(a,B)=3_"_ (x; v, )2
Tschebyscheff-Abstand: d(a,B)= mjax |Xj - yj|

City-Block-Abstand: d(o,B)=>" I,-O:1|Xj —Yj |
Minkowksy-Abstand: d(a,p)= {/ > ;):1|Xj Y] |r (r wahlbar)

Benutzerdefiniert (customized): d(a,B)= {/ Z l,-O:l|Xj —y, |S (r, swahlbar)
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Abstandsmal3e zwischen Variablen:
Variable x mit Merkmal sausprégungen xg,---, X, (Spalte der Datenmatrix)
Variable y mit Merkmalsausprégungen vy,---, y,, (Spalte der Datenmatrix)

1. Korrelationskoeffizient von Pearson:

T Z<x7w u
TyOy \/Z _1 X — X Z

Esgilt: —1<d(x,y)<1.

d(xy)=

2. Betrag des Korrel ationskoeffizienten von Pearson:

o] ‘Z (% Yi— y)‘ -
X%y \/Zi—l Xi _Y Zi:1<yi _V)Z

Esgilt: 0<d(x,y) <L

d(xy)=

3. Kosinus-Abstand (bei SPSS):

d(xy)= 177 (= Korrelationskoeffizient von Pearson ohne Zentrierung!)

Esgilt: —1<d(x,y)<1.

4. Betrag des Kosinus-Abstandes (bei SPSS):

‘Z 1X'y"
Jzﬂxzﬂm

Esgilt: 0<d(x,y) <L

d(xy

Grundsétzliches Vorgehen bei agglomerativen Cluster-Verfahren (mit Objekten):

1. Jedes Objekt bildet einen Cluster. Die Abstande zwischen den n Clustern entsprechen den
Abstanden zwischen den n Objekten.

2. Die néchsten beiden Cluster C,, und C; werden zu einem neuen Cluster C,,, verschmol-

zen:
d(Ck,C|>: mind(Cr,CS) = Cm:CkUCI'
r,s

3. Die Abstandstabelle mul3 aktualisiert werden: Die beiden Cluster C, und C; werden aus
der Abstandstabelle gestrichen und der neue Cluster C,,, wird eingefugt. Die Abstande
zwischen dem neuen Cluster C,,, und den tbrigen Clustern C; muf3 berechnet werden
nach einer der unten beschriebenen Berechnungsmethoden (linkage method).

4. Zurick zu Punkt 2, bis alle Cluster verschmolzen sind zur Gesamtheit G = {ay,---,a } .
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Berechnung des Abstands zwischen zwei Clustern (linkage methods):

Zur Notation: Mit d(-,-) bezeichnen wir
a) die Abstandsfunktion zwischen Objekten d(a j ,ak);
b) die Abstandsfunktion zwischen Datenzeilen d(%, %, ), definiert wie bei Objekten;
c) die Abstandsfunktion zwischen Clustern d(C,,C,), definiert mittels d(avj, oy ).

1. Methode des nachsten Nachbarn (single linkage):
d(Q,Cz):({jneigl d(j, ).
ageC,
2. Methode des entferntesten Nachbarn (compl ete linkage):
d(Cl,Cz) = (5?3()\/(1 d(aj ,ak) .
ageC,
3. Durchschnittlicher paarweiser Abstand zwischen den Clustern (between groups linkage):

d(Cy,C,) = durchschnittlicher paarweiser Abstand zwischen C; und C,.

4. Durchschnittlicher paarweiser Abstand innerhalb des neuen Clusters (within groups linkage):

d(C,,C,) = durchschnittlicher paarweiser Abstand innerhalb C, uC,.

5. Zentroid-Methode:
d(Cp,Cp) =d(%, %),
wobel X = Vektor der arithmetischen Mittel in Cluster i. Hier kann das "Inversionsprob-
lem" auftreten: Nach dem Verschmelzen von zwei Clustern kann der minimale Abstand

zwischen dem neuen und den Ubrigen Clustern kleiner werden als vor dem Verschmel zen!

6. Median-Methode
d(C1.Cz) = (% %),
wobei % = Vektor der Mediane (Zentralwerte) in Cluster i. Auch hier kann das "Inver-

sionsproblem™ auftreten.

7. Methode von Ward:
Essai

Xj = Vektor der arithmetischen Mittel in C;,
D; :Zaiecj d(ai,ij) = "Streuung" innerhalb C;,

waobei d(ai ,YJ-) den Abstand zwischen der Datenzeile zu «; und X; bezeichnet,
D= Zanecmqer D; = Gesamtstreuung.

Nun werden jene beiden Cluster verschmolzen, fir welche der Zuwachs von D nach der Ver-

schmelzung minimal ist.



